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Wstep

W dniach 19-21 czerwca 2026 roku w osrodku Politechniki L.6dzkiej w Konopnicy odbyty sie
IT Lodzkie Warsztaty Olimpijskie z Matematyki. W trakcie warsztatow przeprowadzono 5 sesji
zadaniowych z podziatem na dwie grupy zaawansowania: mtodsza i starsza, wygloszono 4 referaty
uczestnikow oraz 1 referat przygotowany przez kadre.

Kadre stanowili Pawet Stuzewski, prowadzacy koto olimpijskie na Politechnice Y.0dzkiej, oraz
Jakub Swicarz, ztoty medalista Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej. Organizacja wyda-
rzenia zajmowata sie dr Alina Kondratiuk-Janyska, CMF PY. Warsztaty nie mogtyby sie odby¢
bez uczestnikow, ktorzy z zaangazowaniem brali udzial w sesjach, dzielili si¢ swoimi pomystami i
wyglaszali referaty. Lista uczestnikow:

e | LO w ltodzi: Alicja Dems, Maria Janyska, Jakub Izykowski, Y.ukasz Moéga, Michat Ro-
guz, Grzegorz Rudnicki, Jan Rudnicki, Modest Skrzetuski, Zygmunt Sobieszczyk, Szymon
Sokotowski, Pawel Zygmunt,

e 1O Uniwersytetu Lodzkiego: Zofia Myslinska,

e LO Politechniki Lodzkiej: Szymon Adamek, Mikotaj Badura, Adrian Chmielnicki, Kamil
Lach, Emil Makal, Nina Muszynska, Pawet Prosniewski.

Serdeczne podzigkowania naleza si¢ Politechnice L.odzkiej za wsparcie finansowe, udostepnienie
osrodka oraz wiare w sukces naszego przedsiewzigcia. Dzigki zaangazowaniu kadry i uczestnikow
warsztaty udato sie zorganizowac juz po raz drugi i miejmy nadzieje, ze w kolejnych latach uda sie
kontynuowaé organizacje t6dzkich obozow matematycznych.
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Referaty

W trakcie obozu wygtoszono cztery referaty przygotowane przez uczestnikéw, dwa przygotowane
dla grupy mtodszej:

e Maria Janyska, Potega punktu [Referat]

e Szymon Adamek, Réwnania funkcyjne [Referat]
dwa dla grupy starszej:
e Emil Makal, Kolorowanie 2 [Referat]

e Mikotaj Badura, Inwolucje [Referat] [Handout]
oraz jeden referat przez kadre obozu:

e Jakub Swicarz, Konstrukcje w Teorii Liczb [Referat]

Plan Dzienny Warsztatow

Dzien I (19.06) Dzien II (20.06) Dzien III (21.06)
10:00 Pierwsza sesja zadaniowa 8:30 Sniadanie 8:00 Msza (dla chetnych)
13:00 Obiad 9:15 Trzecia sesja zadaniowa 9:00 Sniadanie

14:00 Druga sesja zadaniowa 13:00 Obiad 10:00 Rozgrywka meczu +
17:00 Przejazd do Konopnicy 14:15 Referaty + oméwienie zadan

18:00 Sprawy organizacyjne czwarta sesja zadaniowa 13:00 Obiad

18:30 Kolacja 18:30 Kolacja 14:15 Referat Kuby +
19:15 Referaty + integracja 19:15 Poczatek meczu piata sesja zadaniowa

22:00 Cisza nocna 22:00 Cisza nocna 17:00 Zakonczenie warsztatow



https://raw.githubusercontent.com/mikbadura/Konopnica2026/main/Potęga%20punktu.pdf
https://raw.githubusercontent.com/mikbadura/Konopnica2026/main/Funkcjonale.pdf
https://raw.githubusercontent.com/mikbadura/Konopnica2026/main/Kolorowanie%202.pdf
https://raw.githubusercontent.com/mikbadura/Konopnica2026/main/Inwolucje%20-%20Konopnica%202026%20-%20referat.pdf
https://raw.githubusercontent.com/mikbadura/Konopnica2026/main/Inwolucje%20-%20Konopnica%202026%20-%20rozwiązania%20zadań.pdf
https://raw.githubusercontent.com/mikbadura/Konopnica2026/main/Konstrukcje%20w%20TL.pdf
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Z.adania

Sesja 1
Grupa Mtlodsza
1. Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby nieparzystej n, liczba n® — n jest podzielna przez 24.

2. Punkt O jest $srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC'. Punkt D jest rzutem prostokatnym
punktu C' na prostag AB. Wykazad, ze

JACD = 4BCO.

3. Mamy szachownice 8 x 8 z wycietymi dwoma przeciwlegtymi rogami. Czy da si¢ ja pokryc
plytkami o wymiarach 1 x 27

4. Wykaz, ze

1 1 1 1
=1 o 4

1 1

1 1
1011 1012 2020 5 T3 1 T 2010 T 20207

Grupa Starsza

1. Na planszy n X n panuje epidemia. Na poczatku chorych jest k pol - ognisk epidemii. Jezeli pole
sgsiaduje bokiem z co najmniej dwoma polami chorymi, to zostaje zarazone. Znalez¢ najmniejsze
k, dla ktorego istnieje k ognisk epidemii powodujacych zarazenie calej planszy.

2. Wypukly szesciokat A1 As A3 A4 A5 Ag lezy wewnatrz szesciokata By By B3 ByBsBg w taki sposob,
ze A1As || B1Bs, AsAs || BeBs, .. ., AgA1 || B¢B1. Udowodnié, ze pola szesciokatow Ay By A3 By AsBg
oraz By Ay B3 A,BsAg sa sobie réwne.

3. Niech D(x) oznacza odlegto$¢ liczby rzeczywistej x od najblizszej liczby catkowitej. Dowiesé, ze
dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n istnieje taka liczba catkowita dodatnia N < n?, ze

D(N\/13)<:L

dlap=2,3,57.

4. Niech f(z) = 23(2* + 1)~ Wyznaczy¢ wszystkie catkowite dodatnie wartoéci sumy f(a) +
f(0) + f(c) dla dowolnych liczb catkowitych a, b, c.
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Sesja 11
Grupa Mtodsza

1. Na bokach BC, CA i AB tréjkata ABC zbudowano po jego zewnetrznej stronie trojkaty row-
noboczne BCD, CAE i ABF. Wykaza¢, ze AD = BE.

2. Sposrod liczb 1,2, ...,9 wybrano szes¢. Udowodnij, ze sposréd wybranych liczb mozna wybraé
dwie, ktorych suma jest réwna 10.

3. Na tablicy narysowany jest 2012-kat foremny. Michal i Jurek dorysowuja na zmiane jedna
przekatna, nie majaca wspolnych punktéw wewnetrznych ani wspélnych koncow z wezesniej nary-
sowanymi przekatnymi. Przegrywa ten z graczy, ktory nie moze wykonaé¢ ruchu. Gre rozpoczyna
Michat. Ktéry z graczy ma strategie wygrywajaca?

. 1 1 1
4. Oblicz 75 + 55+ + 55700+

Grupa Starsza

1. Rozwiaz uktad rownan

ab+a+b=1
bc+b+c=5
ca+c+a=>,

w liczbach rzeczywistych a, b, c.

2. Podczas defilady zolnierze maja by¢ ustawieni w prostokat, przy czym w kazdym rzedzie maja
sta¢ od najwyzszego do najnizszego (zadni dwaj z nich nie sg réwnego wzrostu). Dow6dca ustawi
ich w prostokacie jakkolwiek, po czym porzadkuje wedtug wzrostu w kazdej kolumnie osobno,
nastepnie zas w kazdym rzedzie (psujac by¢ moze porzadek w kolumnach), potem, jesli trzeba,
znéw w kolumnach, znowu w rzedach etc. Czy ten sposéb dziatania ma sens, tzn. czy niezaleznie od
poczatkowego ustawienia zotierzy ta procedura zawsze po skonczenie wielu takich przestawieniach
da zadany efekt? A jesli tak, to po ilu?

3. Mamy tréjkat réwnoramienny ABC (AC = BC') oraz punkt M wewnatrz tego trojkata, taki
ze IBCM = 80°, $MCA = 20° oraz SCAM = 10°. Policz kat SAM B.

4. Dane sg takie liczby catkowite dodatnie p,k i q, ze p > k oraz p jest dzielnikiem pierwszym
liczby ¢2 + k. Dowies¢, ze istniejg takie liczby catkowite dodatnie a,m i n, ze a < 2k oraz

pa = m?> + kn?
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Sesja 111

Grupa Mtodsza
1. Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb catkowitych speliajace rownanie xy + 1 = x + y.

2. Punkt H jest punktem przeciecia wysokosci trojkata ostrokatnego ABC. Wykazaé, ze punkty
symetryczne do punktu H wzgledem prostych AB, BC, C' A lezg na okregu opisanym na trojkacie
ABC.

3. Na kazdym polu tablicy 5 x 7 stoi pionek. Czy mozliwe jest takie ponowne ustawienie pionkow,
by kazdy z nich zajmowal samotnie pole sasiadujace z zajmowanym pierwotnie? Pola nazywamy
sasiadujacymi, jesli maja doktadnie jeden bok wspdlny.

4. Wybrano 51 réznych liczb naturalnych mniejszych od 100. Udowodnié¢, ze istnieja wsrod nich
takie dwie liczby, ze pierwsza dzieli druga.

2 =2y—1
y? =2x —1

Grupa Starsza

5. Rozwiagz uktad rownan

1. Liczby rzeczywiste a, b spelniajg rownosé (a +va?+ 1) : (b + Vb2 + 1) = 1. Wyznaczy¢ wszyst-
kie mozliwe wartosci sumy a + b.

2. Rozwiaza¢ rownanie
xa:-‘ry — (ZL‘ + y)y

w liczbach catkowitych dodatnich.

3. Rozwazmy gre jednoosobowg na nieskonczonej szachownicy oparta na nastepujacej regule. Jezeli
na dwoch polach majacych wspélny bok stoja piony i nastepne pole jest puste (trzy omawiane pola
leza na jednej linii poziomej lub pionowej), to mozemy te piony usunaé i postawi¢ jeden pion na
trzecim z tych pdl (ktére byto puste). Udowodnié, ze jezeli w pozycji poczatkowej piony wypelniaja
prostokat o liczbie pdl podzielnej przez 3, to nie mozemy otrzymac pozycji, w ktérej na szachownicy
jest tylko jeden pion.

4. W czworokacie cyklicznym ABCD (srodek O) mamy AC' L BD, a M, N, P, () to srodki bokéw
AB, BC, CD, DA oraz M', N', P, Q' to rzuty M, N, P,(Q na przeciwlegte boki. Niech S = AC' N
BD. Udowodni¢, ze srodek OS to srodek okregu opisanego na M’'N'P’Q).
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Sesja IV

Grupa Mtodsza
1. Wykazadé, ze liczba 2 + 2% + 23 + - - + 2% jest podzielna przez 7.

2. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, przy czym $ACB = 60°. Punkty D i E sa rzutami pro-
stokatnymi odpowiednio punktéow A i B na proste BC' i AC. Punkt M jest srodkiem boku AB.
Wykazaé, ze trojkat DEM jest rownoboczny.

3. Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb catkowitych spetniajace réwnanie 2zy + 3z +y = —1.
4. Czy tablice o wymiarach 10 x 10 mozna pokry¢ kostkami tetramino L7
Grupa Starsza

1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych liczba n™” —n™ nie jest podzielna
przez 5.

2. Trojkat réwnoboczny ABC wpisano w okrag o. Okrag ¢ jest styczny zewnetrznie do okregu o
w punkcie nalezacym do krétszego tuku BC'. Z punktéw A, B, C' poprowadzono styczne do okregu
q odpowiednio w punktach D, E, F. Udowodni¢, ze AD = BE + CF.

3. Rozwazmy tetramino powstate poprzez ztaczenie dwodch ptytek 2 x 1 wzdtuz ich diuzszych
bokéw (tak, ze srodek dtuzszego boku pierwszej kostki jest rogiem drugiej kostki). W ten sposéb
mozemy otrzymaé¢ dwa rodzaje kostek tetramino o przeciwnej orientacji. Nazwijmy je S-tetramino
i Z-tetramino. Zalézmy, ze figure (kratowa) P mozna pokryé¢ kostkami S-tetramino. Udowodnié,
ze jesli pokryjemy P przy pomocy kostek S-tetramino i Z-tetramino, to zawsze uzyjemy parzysta
liczbe kostek Z-tetramino.
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Sesja V
Grupa Mtodsza
Warsztaty Matematyczne w Konopnicy, 19—-21 czerwca 2026
Sesja V — grupa mtodsza

1. Liczby naturalne a i b spetniaja réwnos¢ 56a = 65b. Uzasadnij, ze liczba a + b jest ztozona.

OthZ m

3+b

3. Kazdy punkt kota domknietego o promieniu 1 pomalowano na jeden z trzech koloréw. Dowiesé,
ze istnieja dwa punkty tego samego koloru, ktorych odlegtos¢ wynosi 1.

4. Punkt P lezy wewnatrz réwnolegtoboku ABC D, przy czym SABP = SADP. Dowies¢, ze
YDAP = $DCP,
Grupa Starsza

1. W kolejce do kina stoi n 0s6b (przy czym kolejnosé os6b w kolejce nigdy sie nie zmienia). Osoby
te sg wpuszczane do kina w k grupach, z ktorych kazda sktada sie z jednej lub wiecej oséb. Na ile
sposob6w mozna utworzy¢ tych k grup?

2. Liczby p oraz p + 2 sa pierwsze. Dowies¢, ze istnieje ciag kolejnych liczb catkowitych (wigcej niz
jednej), ktorych iloczyn przy dzieleniu przez p(p + 2) daje reszte p* +p — 1.

3. Niech H to ortocentrum tréjkata ABC, a M to srodek BC'. Niech X bedzie punktem przecie-
cia odcinka AM z okregiem opisanym na trojkacie BC'H. Niech ponadto E i F' beda spodkami
wysokosci w ABC' poprowadzonymi odpowiednio z punktéw B i C'. Udowodnié, ze BC, HX i EF
przecinaja sie w jednym punkcie.

4. ZnajdZ minimalng warto$¢ wyrazenia 3z% + 3y? + 22, jesli xy +yz + zz = 1.
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Mecz Matematyczny

1. Wyznaczy¢ wszystkie trojki liczb catkowitych z,y, z spetniajace réwnanie

r+y+axyz 2025

yz+1 44 -
2. Czy istnieje rosnacy ciag liczb catkowitych dodatnich aq, ao, ..., taki ze dla kazdego rosnacego
ciagu arytmetycznego by, bs, .. ., istnieje co najwyzej skoniczenie wiele liczb pierwszych w postaci

a; + b;?

3. Dane sg catkowite i dodatnie liczby a i b. Udowodnié, ze dla dowolnie duzej liczby n rownanie
2% — 2axy + (a* — 4b)y? + 4by = 2*

ma rozwiazanie w liczbach catkowitych (xq, yo, 20) speliajace warunek min(zo, yo, 29) > n.

4. Rozne niezerowe liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja rownosci

1 1 1
ad+-=b+-=+-.
a b c

Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci sumy a + b + c.
5. Funkcja g przyporzadkowuje kazdej (uporzadkowanej) parze x, y liczb rzeczywistych dodatnich
warto$¢ g(x,y) okreslong jako najmniejsza liczba z trojki z, 1/y, (xy+1)/x. Wyznaczy¢ kres gorny

wartosci g(z,y), gdy « oraz y przebiegaja zbidr wszystkich liczb dodatnich.

6. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych nieujemnych a,b,c zachodzi nieréwnosé

Va2 —ab+ 2+ V2 —be+2+vVR2—ca+a?<a+b+c+Va2+b2+c2—ab—be— ca.

7. Dany jest zbior n > 2 punktow lezacych wewnatrz kuli o promieniu 1. Dla ¢ = 1,2, ..., n niech
x; oznacza odlegtos¢ i-tego punktu danego zbioru od najblizszego innego punktu tego zbioru.
Dowies¢, ze
w32l 4+ 2 <64

8. Kréla szachowego ustawiono na pewnym polu szachownicy 8 x 8 i wykonano nim 64 ruchy tak,
ze odwiedzit wszystkie pola planszy i wrocit na pole poczatkowe. Ruch nazwiemy konopnickim,
jezeli na skutek jego wykonania zmniejszyta sie odlegtosé¢ $rodka pola, na ktérym stoi krol, od
srodka szachownicy. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba konopnickich ruchéw?

9. Zawodnicy Zi, Zs, . .., Zogos biorg udziat w Meczu Matematycznym. Zawodnicy Zaggz 1 Zagos S8
kapitanami i wybierajg swoje druzyny wedtug nastepujacego algorytmu: w kazdej rundzie najpierw
kapitan Zog04 wyznacza zawodnika sposrod dotad niewybranych, a Zsg03 decyduje, do ktorej dru-
zyny on trafi, nastepnie Zogo3 wyznacza zawodnika sposrod dotad niewybranych, a Zogg4 decyduje,
do ktérej druzyny on trafi. Procedura powtarzana jest do momentu, w ktérym jedna z druzyn
bedzie liczy¢ juz 1002 zawodnikéw — wtedy wszyscy pozostali trafiaja do druzyny przeciwnej. Dla
kazdego i zawodnik Z; rozwiaze podczas meczu ¢ zadan, przy czym kazde zadanie zostanie roz-
wiazane przez co najwyzej jednego zawodnika. Mecz wygra druzyna, ktéra rozwiaze tacznie wiecej
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zadan. Rozstrzygnaé, ktory z kapitanéw (jesli ktorykolwiek) posiada strategie wybierania druzyny
pozwalajaca mu, niezaleznie od zachowania przeciwnika, zapewni¢ swojej druzynie zwycigstwo w
Meczu Matematycznym.

10. Okregi wy i1 wy sa styczne zewnetrznie w punkcie 7' i styczne wewnetrznie do okregu w odpo-
wiednio w punktach A; i As. Niech P bedzie punktem przeciecia w ze wspdlng styczng wq i wo
w T'. Prosta PA; przecina w; po raz drugi w punkcie By, a prosta PAs po raz drugi okrag ws w
punkcie By. Udowodnié¢, ze By Bs jest wspolng styczna okregow wy i ws.

11. Na obwodzie tréjkata ABC wybrano punkty Dy, Do, Ey, Es, Fy, F» w nastepujacej kolejnosci
A, Fl, FQ, B, Dl, DQ, C, El, EQ. Ponadto

ADy = ADy = BE, = BE, = CF, = CFs.

Udowodni¢, ze obwody tréjkatow wyznaczonych przez proste ADy, BE,, CFy oraz ADy, BE,, C'Fy
sg réowne.

12. Mamy trojkat ABC', w ktorym I to srodek okregu wpisanego, a D, E, F' to punkty stycznosci
tego okregu do bokéw BC, C'A, AB odpowiednio. Niech M to rzut D na EF. Udowodnij, ze
srodek DM, FF oraz ortocentrum BIC' sa wspoétliniowe.
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Rozwigzania

Sesja 1

Grupa Mtlodsza
1. Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby nieparzystej n, liczba n® — n jest podzielna przez 24.
Rozwigzanie: Oczywiscie 24 = 23 - 3. Zauwazmy, ze mozemy zapisaé

n® —n=n(n®—1).
Jezeli 3 | n, to powyzsze wyrazenie takze jest podzielne przez 3. Jezeli 3 { n, to widzimy, ze skoro
n? daje tylko reszty 0,1 przy dzieleniu przez 3, to 3 | n? — 1. Skoro n jest nieparzyste, to mozemy
zapisa¢ n = 2k + 1 dla pewnej liczby catkowitej nieujemnej k. Mamy wtedy

(2k+1)> =1 =4k +4k +1 -1 =4k(k + 1).

Jedna z liczb k, k + 1 jest parzysta, tym samym powyzsze wyrazenie jest takze podzielne przez 8.
Udowodniliémy w ten sposéb, ze liczba n® — n jest podzielna przez 3 - 8 = 24.

2. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Punkt D jest rzutem prostokatnym
punktu C' na prostag AB. Wykazac, ze

JACD = 4BCO.

Rozwigzanie: Z definicji punktu O wiemy, ze OB = OC, tym samym <BCO = 90° — 14 BOC.
Jednoczesnie z twierdzenia o kacie sSrodkowym i wpisanym wiemy, ze S BAC = %<}BOC . Ale skoro
JADC = 90°, to ostatecznie otrzymujemy zaleznosci

1
JACD = 90° — $CAD = 90° — - $BOC = $BCO.

C
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3. Mamy szachownice 8 x 8 z wycigtymi dwoma przeciwleglymi rogami. Czy da sie ja pokry¢
ptytkami o wymiarach 1 x 27

Rozwigzanie: Pokolorujmy szachownice w taki sposéb, w jaki pokolorowana jest szachownica do
gry w szachy - na przemian kolorami czarnym i biatym tak, aby dwa pola o wspolnej krawedzi byty
roznych kolorow. Wtedy kazda ptytka 1 x 2 pokrywa doktadnie jedno pole czarne, jedno biate, tym
samym jezeli szachownice datoby sie pokry¢, to liczby pol o kolorze biatym i czarnym musiatyby
by¢ réwne. Ale skoro dwa przeciwlegte rogi sa usuniete, to pdl jednego koloru bedzie 30, a pdl
drugiego koloru 32. Otrzymujemy w ten sposob, ze takiej szachownicy nie da sie pokry¢ ptytkami
1 x 2.

4. Wykaz, ze

1011 1012 77 2020 2 3 4 772019 2020

Rozwigzanie: Przeprowadzimy dow6d indukcyjny. Oczywiscie widzimy, ze % =1- % Bedzie to
stanowi¢ baze naszej indukcji.
Zatozenie indukcyjne: spelniona jest réwnosé

1 1 1 1 1 1 1 1

et —=1—==4+—=-==—4... -
7’L—1-1+77,+2+ Jr271 2+3 4+ +2n—1 2n

Teza indukcyjna: spetniona jest rownos¢

1+1++1—11+11++1 L
n+2 n+3 7 2m+2 2 3 4 77 92n+1 2m+2

Odejmujac od lewej strony tezy indukcyjnej lewa strone zatozenia indukcyjnego oraz od prawej
strony tezy indukcyjnej prawa strone zaltozenia indukcyjnego otrzymujemy réwnowazng tezie in-
dukcyjnej rownosé
1 N 1 1 1 5 1
2n+1 2n+2 n+1 2n+1 2n+2 2n+2 n+1

co jest oczywiscie prawdziwe. Wowczas podstawiajac n = 1010 otrzymujemy teze.
Grupa Starsza

1. Na planszy n X n panuje epidemia. Na poczatku chorych jest k pol - ognisk epidemii. Jezeli pole
sagsiaduje bokiem z co najmniej dwoma polami chorymi, to zostaje zarazone. Znalez¢ najmniejsze
k, dla ktorego istnieje k ognisk epidemii powodujacych zarazenie calej planszy.

Rozwigzanie: Bedziemy traktowac¢ pola jako kwadraty jednostkowe. Na poczatku jezeli chorych
jest k pol, to obwdd figury, ktéra tworzona jest przez k zarazonych pol jest rowny 4k. Zauwazmy
jednoczesnie, ze jezeli nowe pole zostaje zarazone, to ma co najmniej dwoch chorych sasiadéw
bokiem, tym samym zwieksza ono obwdd figury o co najwyzej 2. Jednoczesnie wezesniej wliczane
do obwodu boki z poprzednich pél, z ktorych sasiaduje nowe pole, nie wliczajg sie juz do obwodu,
co powoduje pomniejszenie obwodu figury o co najmniej 2. Tym samym obwod figury nie powieksza
sie. Skoro na koncu cata figura ma zosta¢ zarazona, to koncowy obwod wynosi 4n, czyli 4k > 4n,
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co daje nam k > n. Pozostaje zauwazy¢, ze jezeli na poczatku zarazone jest kazde pole na jednej
z przekatnych planszy n x n, czyli doktadnie n pél, to cata plansza na koncu bedzie zarazona.

Odpowiedz: k = n.

2. Wypukly sze$ciokat Ay As A3 Ay A5 Ag lezy wewnatrz szesSciokata By By BsByBsBg w taki sposob,
ze A1A2 H BIBQ’ A2A3 H BQBg7 “ ey AGAI H B6Bl. [JdOVVOdIlié7 ze pola SZGéCiOk@téW A1B2A334A5BG
oraz B1A;B3AyB5Ag sa sobie réwne.

Rozwigzanie: Mozemy zauwazy¢, ze dla kazdegoi = 1,2, ..., 6 (zakltadamy, ze A; = A, oraz B; =
By) czworokat A;A;1Biy1B; jest trapezem, wiec zachodzi réwnosé [A;A; 1 B;] = [AiAi1Bit1].
Stad

[AIB2A3B4A5B6]
— [Ay Ay A3 Ay As Ag) + [A1 Ay By) + [Ay A3 By) + [As Ay By] + [AsAs B) + [As Ag Bg) + [As Ay B
— [A1 Ay A3 A As A + [A1 Ay By] + [As A3 Bs] + [A3 Ay Bs] + [AsAs Bs) + [As AgBs] + [Ae Ay By]
= [ByAyB3A,Bs Ag

[k

co konczy dowdd.

By

Bl B2

3. Niech D(x) oznacza odlegtosé liczby rzeczywistej x od najblizszej liczby catkowitej. Dowiesé, ze
dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n istnieje taka liczba catkowita dodatnia N < n?, ze

D(N\/ﬁ)<:b

dlap=2,3,57.
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Rozwigzanie: Rozwazmy hiperszescian jednostkowy oraz podzielmy go na n* hiperszescianéw o
boku dtugosci +. Dla N € {0,1,...n*} rozwazamy punkt

Ay = ({N\/i}7 {N\/§}> {N\/5}7 {Nﬁ})

gdzie {x} oznacza cze$¢ utamkowa liczby rzeczywistej . Oczywiscie kazdy punkt Ay lezy wewnatrz
hiperszescianu jednostkowego. Zauwazmy jednoczesnie, ze punktéw Ay jest n* + 1, a hiperszescia-
néw, na ktére podzieliliémy hiperszeécian jednostkowy, jest n?, tym samym z zasady szufladkowej
Dirichleta otrzymujemy, ze istnieja takie dwie liczby catkowite dodatnie k > [, ze punkty A, i A;
leza w tym samym hiperszescianie o boku dtugosci % Stad dla kazdej p = 2,3, 5,7 zachodzi
1
D (ky/F—IvF) = D ((k ~ )F) < -
Pozostaje wybra¢ N =k — .

4. Niech f(z) = z3(2* + 1)~ Wyznaczy¢ wszystkie catkowite dodatnie wartoéci sumy f(a) +
f(b) + f(c) dla dowolnych liczb catkowitych a, b, c.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze zachodzi zaleznosé¢

a3 24z x x
e J— = r - —-.
24+1 2241 2241 241

Wynika z tego, ze mozemy zapisaé

Z a’ by a b c
=a c— — —
a?+1 a?+1 b2+1 c2+1

cyc

czyli aby wyrazenie z tresci bylo catkowite, to wystarczy, aby suma

a . b n c
a?2+1 b2+1 241

byta catkowita. Jednoczesnie zauwazmy, ze dla dowolnej liczby caltkowitej n zachodzi

1 n 1
S < < )
2 n? 41 2

przy czym réwnos$é po prawej zachodzi tylko dla n = 1, a réwnos¢ po lewej tylko dla n = —1, z
czego wynika, ze
a b c
e {-1,0,1}.
a2+1+62+1+c2—|—1 { !
Na poczatek rozwazmy przypadek, w ktorym powyzsza suma jest rowna 0. Zalézmy, ze istnieja
takie liczby catkowite dodatnie z,v, z, ze

x Y z

PEI R R

Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze r < y, tym samym z < x < y. Oznaczmy S =z +y —
z, P = zy — xz — yz. Po sprowadzeniu réwnania do wspolnego mianownika dostajemy

(x+y—2)(xy —xz—yz+ 1) =zyz(zy — xz — yz — 3).
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Poniewaz z < x < y, mamy zyz > = + y — z. Przeksztalcajac ostatnig réwnos¢ dostajemy
(xy —xz—y2)(zyz —x+y—2)=3ayz+x+y—=2
A poniewaz
Bryz+ax+y—z2=3(xyz— (r+y—2)) +4(x+y—2)

to otrzymujemy
4r+y—z)
zyz — (x+y—2)

Ty —x2 — Yz =3+

Az +y—2)
ryz — (v +y — 2)

xy —xz—yz jest catkowite, wigc jest dodatnia liczba catkowita. W szczegolnosci

xyz—(r+y—2)<4(r+y—z2) = 2yz <5 +y—2).
Rozwazmy teraz przypadki. Jezeli z = 1, to mamy

T Y 1 1 T

= = - < =242 +1<0,
21 1 2 aSpyr T Tt

Skoro z = 1 < x, mamy tylko mozliwosci x = 2 lub x = 3. Dla z = 2 mamy

y 1 2 1 ,
= ——=— =9y —10 1=0= Z.
P11 2 5 10 YTt v
Dla x = 3 dostajemy
y 1 3 1

2 —-_ 2 5yt 1= Z
Sl 2 10 5 Y Twtl=0=y¢

Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym z > 2. Przeksztalcajac wczesniej otrzymana nieréwnoscé
mamy
y(rz —5) < 5(x — 2)

a skoro z > 2 oraz x > z, to mamy xz — 5 > 0. Wowczas z y > r mamy
r(zz —5) <5(z — 2) = 20* — 10z + 52 < 0.
Jesli z > 3, tox > z+ 1, wiec
za® =102+ 52> 2(2+ 1) = 10(z + 1) + 52 = 2° +22° — 42— 10> 0
co przeczy otrzymanej wczesniej nierownosci. Wynika z tego, ze z = 2. Mamy wéwczas nieroOwnos¢é
20° =102 +10< 0=z =3

poniewaz x > z = 2. Wowczas otrzymujemy zaleznos¢

y 2 3 1 ,
— L ) 1yt 1=0=y ¢ 2.
211 5 10 10 YT v
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Stad nie istniejg liczby catkowite dodatnie x,y, 2z spetniajace dane rownanie. Bezposrednio z tego
otrzymujemy wniosek

a b c c a b

21 el Ter1 VT a1 2+1 P11l

Y

Wtedy jednak mamy, ze f(a)+ f(b)+ f(c) = 0, co nie jest liczba dodatnia. Rozwazmy teraz trojki,

dla ktorych
a b c

+ + =
a?+1 »+1 241
Znajdujac wszystkie takie trojki otrzymamy takze tréjki (a,b,c) takie, ze powyzsza suma roéwna
jest —1, gdyz wystarczy wtedy wzia¢ odwrotnosci liczb. Jezeli liczba a jest ujemna, to %5 jest
ujemne. Wtedy dwa pozostate sktadniki musiatyby daé¢ wigcej niz 1, co jest niemozliwe, bo kazdy z
nich jest co najwyzej rowny % Jezeli jedna z liczb jest rowna 0, to dwa pozostate sktadniki musza
1

by¢ réwne 3, wigc odpowiadajace im liczby muszg by¢ réwne 1. Dostajemy zatem rozwigzanie

1.

(a,b,c) =(0,1,1).

ktore daje nam L
f(a)+f(b)+f(c):0+§+§:1.

Zatézmy teraz, ze liczby a, b, c sa dodatnie. Bez straty ogdlnosci zatozmy, ze 1 < a < b < ¢. Dla
dodatnich liczb catkowitych wyrazenie ;%5 maleje wraz ze wzrostem n, zatem
a b S

a?+17 P+17 2+1

a skoro suma tych trzech liczb jest réwna 1, to

a a

1
3- > —.
a?+1 a2+17" 3

Otrzymujemy wowczas dwa przypadki: a = 1 oraz a = 2. Rozwazmy najpierw przypadek dla a = 1.

Wtedy
b c 1

Pril sl o

Poniewaz b < ¢, mamy
b c b 1

= - = —.
2+17" 241 +1" 4
Otrzymujemy z tego, ze b < 3. Sprawdzajac przypadki mamy:

c
.b=1= = 0, sprzecznosc.
2+1 P
c 1 ) .. . .
2.0=2= = —, co oznaczaloby, ze ¢ nie jest catkowite, sprzecznosc.
2+1 10
c 1 ) .. . .
3. b=3= - T = co oznaczatoby, ze ¢ nie jest catkowite, sprzecznosc.
c
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Rozwazmy teraz przypadek, w ktérym a = 2. Wtedy

b . c _1_2_7
+1 2+1 5 5
a skoro b < ¢, to mamy
b S c N b >3
B+17 241 2+17 10

Otrzymujemy z tego, ze b < 3. Sprawdzajac przypadki mamy:

c 1
Lb=1= - 1 =10’ co oznaczaloby, ze c nie jest catkowite, sprzecznosc.
c
c 1
2. b=2 = o1 =% co oznaczatoby, ze ¢ nie jest catkowite, sprzecznosc.
c
c 3
3.0=3 = or1 10 wowezas 3¢z — 10c + 3 = 0, czyli ¢ = 3, co daje nam rozwigzanie
c

(a,b,c) =(2,3,3), czyli f(a)+ f(b)+ f(c)=T7

Rozwazajac przypadek
a b c
P B R
widzimy, ze suma f(a) 4+ f(b) + f(c) bedzie ujemna, poniewaz rozwiazania beda odwrotnosciami
rozwigzan przypadku, w ktérym suma ta jest réwna 1.

Odpowiedz: f(a) + f(b) + f(c) € {1,7}.

-1
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Sesja 11
Grupa Mtlodsza

1. Na bokach BC, CA i AB trojkata ABC' zbudowano po jego zewnetrznej stronie tréjkaty row-
noboczne BCD, CAE i ABF. Wykaza¢, ze AD = BE.

Rozwigzanie: Mozemy zauwazy¢, ze CE = CA, CB = C'D oraz
JECB = 4ECA+ 4ACB =60° + SACB = SACB + 4BCD = 4ACD

wiec z cechy przystawania bok-kat-bok otrzymujemy, ze trojkaty EC'B i AC'D sa przystajace, skad
EB = AD, co konczy dowdd.

2. Sposrod liczb 1,2, ...,9 wybrano sze$é. Udowodnij, ze sposréd wybranych liczb mozna wybraé
dwie, ktorych suma jest réwna 10.

Rozwigzanie: Rozwazmy pary liczb
(L,9), (28, 7)), (46).

W kazdej parze liczby sumuja sie do 10. W parach znajduja sie takze wszystkie liczby ze zbioru
{1,2,...9} rézne od 5, tym samym wybierajac 6 liczb widzimy, ze na mocy zasady szufladkowe;
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Dirichleta istnieja dwie liczby w jednej parze, ktére obie zostang wybrane przy wyborze szesciu
liczb.

3. Na tablicy narysowany jest 2012-kat foremny. Michat i Jurek dorysowuja na zmiane jedna
przekatna, nie majaca wspolnych punktéw wewnetrznych ani wspélnych koncow z wezesniej nary-
sowanymi przekatnymi. Przegrywa ten z graczy, ktory nie moze wykonac¢ ruchu. Gre rozpoczyna
Michat. Ktoéry z graczy ma strategie wygrywajaca?

Rozwigzanie: Pokazemy, ze Michal ma strategie wygrywajaca. Oznaczmy wierzchotki 2012-kata
foremnego przez Aj, As, ..., Ayga. Michal w pierwszym ruchu rysuje przekatna A;Ajggr. Wtedy
kazdy nastepny ruch bedzie albo wykonany w catosci pod albo nad ta przekatna. Wystarczy teraz,
aby Michal utrzymywatl symetrie pomiedzy obiema potowami 2012-kata. Kiedy Jurek wykonu-
je ruch, wystarczy, aby Michal wykonat ruch symetryczny do tego ruchu wzgledem przekatnej
A1 Ajg07. Z symetrii wynika, ze wykonanie takiego ruchu zawsze bedzie mozliwe, czyli Michal za-
wsze bedzie miat ruch po ruchu Jurka, co tym samym oznacza, ze ma strategie wygrywajaca.

. 1 1 L
4. Oblicz 75 + 53+ + 55705+

Rozwigzanie: Mozemy policzy¢, ze

§9: 1 _iﬁ’:(z‘+1)—z‘_§9:<1 )_%’:1 K1 199
—iti+ 1) =i+ Z\d i+1l) =i Sa 100 100

Grupa Starsza

1. Rozwiaz uktad rownan

ab+a+b=1
bc+b+c=5
ca+c+a=>,

w liczbach rzeczywistych a, b, c.
Rozwigzanie: Odejmujac trzecie rownanie od drugiego, otrzymujemy zaleznosé¢
bc+b+c—ca—c—a=0= (b—a)(c+1)=0.

Otrzymujemy wowczas dwa przypadki: a = b oraz ¢ = —1.

Jezeli a = b, to z pierwszego rownania mamy
+2a=1=a=-1+2.
Ponadto z drugiego réwnania dostajemy dla a = —1 4+ /2 mamy

5—a 6—+2
= = =3v2-1.
¢ a+1 V2

Dostajemy w ten sposéb rozwiazanie

(a,b,0) = (—1+ V2, 1+ v2,3v2 - 1).
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Dla a = —1 — /2 mamy a4+ 1 = —v/2, wiec

e+l 2
Dostajemy w ten sposéb rozwiazanie

(a,b,c) = (—1—@,—1—@,—3\/5—1).

Rozwazmy teraz przypadek ¢ = —1. Z drugiego réwnania otrzymujemy

0—5_a 6+v2 3v2 — 1.

bc+b+c=b-—1+b—-1=-1

co jest sprzeczne z réwnoscig bc + b + ¢ = 5. Latwo zauwazy¢, ze otrzymane trojki spetniaja teze
zadania.

Odpowiedz: (a,b, c) = (—1 V2, -1 +v2,3V2 - 1) : (—1 — V2, -1 - V2, -3V2 - 1)

2. Podczas defilady zolnierze maja by¢ ustawieni w prostokat, przy czym w kazdym rzedzie maja
sta¢ od najwyzszego do najnizszego (zadni dwaj z nich nie sa réwnego wzrostu). Dow6dca ustawi
ich w prostokacie jakkolwiek, po czym porzadkuje wedtug wzrostu w kazdej kolumnie osobno,
nastepnie zas w kazdym rzedzie (psujac by¢ moze porzadek w kolumnach), potem, jesli trzeba,
znéw w kolumnach, znowu w rzedach etc. Czy ten sposob dziatania ma sens, tzn. czy niezaleznie od
poczatkowego ustawienia zotnierzy ta procedura zawsze po skonczenie wielu takich przestawieniach
da zadany efekt? A jesli tak, to po ilu?

Rozwigzanie: Na poczatku pokazemy lemat:

Dane sa ciagi aq,ag, . ..,a, oraz by, by, ..., b, ktére spetiaja a; > b; dla kazdego i € {1,2,...n}.
Wowezas rozwazajac takie permutacje ay,aj, ..., a, oraz by, b, ... b, ciagéw (a;) i (b;), ze a} <
ay < ... < a) oraz by <, < ...< b, zachowana jest wlasnosé¢ a; > b} dla kazdego i € {1,2,...n}.

b, jest z definicji i-ta najmniejsza liczba sposrdd by, by, ... b,, czyli co najmniej n — ¢ + 1 liczb
b; jest nie mniejszych niz b}, czyli mamy a; > b; > b,. Stad w ciagu (a;) co najmniej n —i+1 liczb
jest nie mniejszych niz b}, tym samym i-ta najmniejsza liczba wérdd aq, as, . . . a, jest nie mniejsza
niz b}, tym samym a; > b/.

PrzejdZzmy do rozwiazania zadania. Po uporzadkowaniu kolumn w kazdej kolumnie zolnierze stoja
od najwyzszego do najnizszego. Rozwazmy teraz dwa sasiednie rzedy. Z lematu wynika, ze po upo-
rzadkowaniu rzedow wedtug wzrostu w kazdym rzedzie zotnierz w lewej kolumnie jest nie nizszy od
zomierza w prawe]j kolumnie. Skoro zadni dwaj zolnierze nie sa tego samego wzrostu, to nieréwnoscé
bedzie ostra. Stosujac lemat po kolei dla kazdych dwéch rzedow widzimy, ze zawsze wystarcza co
najwyzej dwa uporzadkowania.

3. Mamy tréjkat réwnoramienny ABC (AC = BC') oraz punkt M wewnatrz tego trojkata, taki
ze $BCM = 80°, SMCA = 20° oraz SCAM = 10°. Policz kat YAM B.

Rozwigzanie: $AM B = 130°.
Sposdb 1: Oczywiscie mamy SACB = 100° oraz $CAB = JABC = 40°. Niech M’ oznacza
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punkt symetryczny do punktu M wzgledem symetralnej odcinka AB. Wtedy mamy, ze <MCA =
JBCM' = 20°, tym samym $M'CM = 60°, oraz z symetrii CM = CM’, czyli tréjkat MM'C
jest réwnoboczny. Mamy ponadto AM = BM' oraz MM’ || AB, czyli czworokat ABM'M jest
trapezem réwnoramiennym. Przeliczajac katy mamy

IMM'B =360° — SMM'C — SCM'B = 150° = 180° — 20° — 10° — SCM'B

co w polaczeniu z faktem, ze MM’ = C'M' daje nam przystawanie trojkatéow M M'B i1 CM’'B na
mocy cechy przystawania bok-kat-bok. Istotnie otrzymujemy, ze <M BM' = SM’'BC = 10°, czyli
JMBA = 20° oraz SAM B = 180° — 30° — 20° = 130°.

Sposdb 2 (trygonometria): Z trygonometrycznej wersji twierdzenia Cevy mamy zaleznosé

sin JCAM sinJABM singBCM  sin10° sin YABM sin 480° ]
sinYMAB singMBC sindMCA — sin30° sin(40° — JABM) sin<20°

Ze wzor6w sin(90° — a)) = cos «v i sin 2ac = 2 sin « - cos v otrzymujemy
sin10°  sin80°  sin 10° cos 10° N sin YABM
sin30° sin20° 2sin 10° cos 10° sin(40° — SABM)
= JABM = 40° — JABM = 4ABM = 20°.

=1

[N

Wowczas mamy, ze SAM B = 180° — 30° — 20° = 130°.

C

4. Dane sg takie liczby catkowite dodatnie p,k i ¢, ze p > k oraz p jest dzielnikiem pierwszym
liczby ¢2 + k. Dowies¢, ze istniejg takie liczby catkowite dodatnie a,m i n, ze a < 2Vk oraz

pa = m* + kn?
Rozwigzanie:

vk

rézniace sie (mod p) o nie wiecej niz

Sposob 1: Niech b = {\/]—QJ . Wéréd b+1 liczb 0, ¢, 2q, . . ., bg rozwazanych (mod p) znajda sie dwie

(bi 0 Rozwazajac ich réznice uzyskujemy takie liczby n i
m, ze
1<n<b<@ ng =+m (mod p), 1<m<bi;1<\/]—gé/p

\4/%,
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Wtedy
m? + kn® = (ng)* +kn* =0 (mod p) oraz m? + kn? < pVk + pVk = 2pVk.

Sposéb 2 (twierdzenie Minkowskiego): Rozwazmy elipse I' o réwnaniu z? + ky? < 2pV'k. Jest ona
symetryczna wzgledem punktu (0,0). Jej pélosie majg dtugoéci /2pvk oraz 1/%, stad pole I jest

rowne
2
Pr = W\/Qp\/zwl\/pz = 2pmw > 4p

stad z twierdzenia Minkowskiego wynika, ze istnieje niezerowa para liczb catkowitych (x,y), ktéra
spelia warunki
2?4 ky? < 2pVk, r=qy (mod p).

Z powyzszej kongruencji otrzymujemy wowczas z tresci zadania zaleznosé
P+ kP =@+ ky? = (@ +k)y =0 (mod p).

Pozostaje zauwazy¢, ze jezeli x = 0, to mielibySmy, ze qy = 0 (mod p), ale nie moze zachodzi¢
p | q, poniewaz wtedy p | k, tym samym mieliby$my, ze y = 0, co przeczy faktowi, ze para (z,y) jest
niezerowa. Jezeli jednak y = 0, to podobnie mielibySmy, ze x = 0 (mod p), co ponownie przeczy

niezerowosci pary (z,y). Poniewaz p | 22 + ky?, to liczba a = hy® jest catkowita dodatnia oraz
mniejsza od % = 2V/k. Ostatecznie w ten sposéb dobrana liczba a oraz liczby m = |z| oraz

n = |y| spelniaja warunki zadania.
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Sesja 111
Grupa Mtodsza
1. Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb catkowitych speliajace rownanie zy +1 = x + y.
Rozwigzanie: Mozemy przeksztalci¢ réwnowaznie rownanie z tresci zadania:

ry+l=x+y
y—r—y+1=0
zy—1)—-(y—-1)=0
(z—-D(y—-1)=0

Stad x = 1 oraz y jest dowolna liczba catkowita, lub y = 1 oraz = jest dowolna liczba catkowita.
Odpowiedz: (z,y) = (1,a), (a,1), dla a € Z.

2. Punkt H jest punktem przeciecia wysokosci trojkata ostrokatnego ABC. Wykazaé, ze punkty
symetryczne do punktu H wzgledem prostych AB, BC', C'A leza na okregu opisanym na trojkacie
ABC.

Rozwigzanie: Niech H 4, Hg, Ho oznaczaja odbicia punktu H wzgledem prostych BC, AC' i AB
odpowiednio. Oznaczmy przez E, F' spodki wysoko$ci opuszczonych odpowiednio z punktéw B, C
w trojkacie ABC. Wtedy mamy réwnosci

IBH,C = 4BHC = SEHF = 360° — JBAC — SAFH — JHEA = 180° — SBAC

z czego wynika, ze punkty A, B, C' i H,4 leza na jednym okregu, czyli punkt H,4 lezy na okregu
opisanym na trojkacie ABC. Analogicznie pokazujemy teze dla punktéw Hp i He.
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3. Na kazdym polu tablicy 5 x 7 stoi pionek. Czy mozliwe jest takie ponowne ustawienie pionkow,
by kazdy z nich zajmowal samotnie pole sasiadujace z zajmowanym pierwotnie? Pola nazywamy
sasiadujacymi, jesli maja doktadnie jeden bok wspoélny.

Rozwigzanie: Pokolorujmy pola tablicy na czarno i biato tak, aby dwa pola sasiadujace ze soba
bokiem byty roznych kolorow. Widzimy, ze pdl jest w sumie 35, czyli pdl jednego koloru bedzie
wiecej niz drugiego. Zatézmy bez straty ogdlnosci, ze pdl koloru biatego bedzie 18, a koloru czarnego
17. Wtedy widzimy, ze kazdy sposrod 18 pionkéw, ktory stat na polu koloru biatego, bedziemy
musieli ustawi¢ na polu koloru czarnego, co jest niemozliwe, gdyz pionkéw tych jest wiecej niz pol
koloru czarnego.

4. Wybrano 51 réznych liczb naturalnych mniejszych od 100. Udowodnié¢, ze istnieja wsrod nich
takie dwie liczby, ze pierwsza dzieli drugg.

Rozwigzanie: Dang liczbe naturalng n przedstawmy w postaci n = 2% - m, gdzie m jest liczba
nieparzysta, a « - liczba catkowita nieujemng. Liczb nieparzystych dodatnich mniejszych od 100
jest 50, tym samym skoro wybralismy 51 liczb to otrzymujemy, ze dwie wybrane liczby beda w
takim zapisie te sama liczbe nieparzysta n. Zapiszmy te liczby jako a = 2F - m oraz b = 2! - m.
Wtedy bez straty ogolnosci zaktadajac, ze a > b mamy, ze k > [, tym samym

a_2’“~m
b 2l-m

=2"lec7
z czego wynika, ze b | a.
5. Rozwiaz uktad réwnan

2 =2y —1

y? =2x —1
Rozwigzanie: Dodajmy stronami te réwnania:

2?4y =2y—1)+ 2z —1)
(* =22+ 1)+ (¥ —2y+1)=0
(z—12+(@y—17=0
Poniewaz liczby (z — 1)? oraz (y — 1)? sa nieujemne, to (z —1)? = (y —1)2 =0, czyliz =y = 1.
Mozemy sprawdzié¢, ze para (z,y) = (1,1) spelnia uktad réwnan: 12=2-1—1=1.
Odpowiedz: (xz,y) = (1,1).
Grupa Starsza

1. Liczby rzeczywiste a, b spelniaja réwnosé (a +Va? + 1) : (b +Vb% + 1) = 1. Wyznaczy¢ wszyst-
kie mozliwe wartosci sumy a + b.

Rozwigzanie: Mozemy zauwazy¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej z zachodzi = + va?2+1 >
T+ Va2 =x+ x| > 0. Stad

1 — Vb2 +1 — Vb2 +1 ——
bHVEEHT (b4 V1) (b-VIE+1) P (P41

a+vVa2+1
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Analogicznie pokazujemy, ze b+ V0> + 1 = —a + va? + 1. Wowczas
(a+Va+1) = (ma+vVa?+1) = (=b+ VB +1) = (b+ VB2 +1)

Skad 2a = —2b, czyli a + b = 0.
Odpounedz: a +b = 0.

2. Rozwiaza¢ rownanie
l,:c-‘ry — (17 + y)y

w liczbach catkowitych dodatnich.

Rozwiazanie: Niech d = NW D(z,y) oraz © = ad i y = bd. Podstawiajac te wartosci do réwnania
z tresci zadania otrzymujemy

(ad)* = (ad + bd)"
aad-‘rbd . dad . dbd — (CL + b)bd . dbd

aad+bd . dad — (a =+ b)bd

Mozemy zauwazy¢, ze NWD(a,a +b) = NWD(a,b) = 1, wigc liczby a®** oraz (a + )" nie
maja wspolnych dzielnikéw pierwszych. Zatem aby zachodzita réwnosé¢ w powyzszym rownaniu,
to a = 1. Widzimy, ze wtedy

d' = b+ 1) = ((b+1))

wiee d = (b+1)". Stad z = n" ! oraz y = (n— 1) -n""1. Wystarczy sprawdzi¢, czy ta para spetnia
roOwnanie z tresci zadania:

A\ (n—1)nnt 1Yo o1 o
7Y — (nn 1) _ n(n 1)-nn _ n(n 1)n

n-(n—1)n""1 n—1)n"

:n(

n—1>("_1)””_1 —n

(x +y)Y = (n”_l +(n—1)n

Odpowied?: (z,y) = (", (n — 1)n" ), dlan € Z,.

3. Rozwazmy gre jednoosobowg na nieskonczonej szachownicy oparta na nastepujacej regule. Jezeli
na dwdch polach majacych wspdlny bok stoja piony i nastepne pole jest puste (trzy omawiane pola
leza na jednej linii poziomej lub pionowej), to mozemy te piony usunaé i postawi¢ jeden pion na
trzecim z tych pdl (ktére byto puste). Udowodnié, ze jezeli w pozycji poczatkowej piony wypelniaja
prostokat o liczbie pdl podzielnej przez 3, to nie mozemy otrzymac pozycji, w ktérej na szachownicy
jest tylko jeden pion.

Rozwigzanie: Bez straty ogolnoéci zatézmy, ze wiersze maja liczbe pol podzielng przez 3. Kolejne
wiersze oznaczmy przez Ry, Rs, ..., R,. Dlai = 1 (mod 3) oznaczamy pola wiersza R; po kolei
danym wzorem zaczynajac od

0,1,  (10), (1,1
dla i =2 (mod 3) zaczynamy od

(1,0), (1,1), (0,1)
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oraz dla i = 0 (mod 3) zaczynamy od

(1,1), (0,1), (1,0).

Przypisujac w taki sposéb dwie wspotrzedne kazdemu polu tablicy otrzymujemy, ze gdy usuwamy
dwa piony, to biorac dla danych pol sume wspotrzednych ich przypisanym pol a wspotrzedne
nowo postawionego pola widzimy, ze suma (mod 2) si¢ nie zmieni. Zauwazmy nastepnie, ze suma
wszystkich pél (mod 2) jest réwna (0,0), ale jezeli zostanie tylko jedno pole, to co najmniej jedna
wspoéhrzedna bedzie rézna od 0 (mod 2).

4. W czworokacie cyklicznym ABCD (srodek O) mamy AC' L BD, a M, N, P, () to srodki bokéw
AB, BC, CD, DA oraz M',N', P', Q' to rzuty M, N, P,(Q na przeciwlegte boki. Niech S = AC' N
BD. Udowodni¢, ze srodek OS to srodek okregu opisanego na M’'N'P’Q).

Rozwigzanie: Rozwigzanie podzielimy na dwie czesci: pokazanie, ze proste MM', NN', PP'1 QQ)’
przechodza przez punkt S, oraz pokazanie, ze srodek odcinka OS jest srodkiem okregu opisanego
na czworokacie M'N'P'()’.

Czes¢ 1, sposob I: Przenoszac katy mamy
JP'SA=90°— JP'AS =90° — 4BAC = 90° — 4BDC = 4SCP
ale skoro mamy 4CSD = 90°, to trojkat PSC jest réwnoramienny, tym samym <JP'SA =

JSCP = 4CSP, stad punkty P, S, P’ leza na jednej prostej. W sposéb analogiczny pokazuje-
my, ze proste MM', NN'i QQ' przechodzg przez punkt S.

Czesé I, sposob II (Dwustosunek): Rzutujac dwustosunek (C,D; P, X,) = —1 przez punkt S
na okrag opisany na trojkacie ABS otrzymujemy dwustosunek

(C,D; P, Xs) > (A, B; S, S) = —1.

Punkt X, przechodzi na punkt S, poniewaz prosta styczna do okregu opisanego na trojkacie ABS
w punkcie S jest antyrownolegly prostej AB w kacie $ASB, czyli jest réwnolegta do prostej C'D.
Wynika z tego, ze skoro SASB = 90°, to punkt S’ jest obrazem S w symetrii wzgledem prostej
AB, tym samym proste PS i AB sg prostopadte, czyli P’ lezy na prostej P.S. W sposéb analogiczny
pokazujemy, ze proste MM', NN' i QQ' przechodzg przez punkt S.

e 8o
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Czesé 1I: Skoro SMP'P = SMM'P = 90°, to punkty M, M’ P, P' leza na jednym okregu.
Postepujac analogicznie dla pozostatych punktow otrzymujemy z potegi punktu S zaleznosci

SM-SM' = SN-SN' = SP-SP' = SQ-S¢'

czyli punkty M’ N', P, Q' leza na okregu opisanym na czworokacie M N PQ. Pozostaje w takim
razie pokazac, ze Srodek okregu opisanego na czworokacie M N PQ) jest srodkiem odcinka OS. Niech
Sw, Sn, Sp, Sg oznaczaja odbicia punktu S wzgledem odpowiednio punktéw M, N, P, Q). Wtedy
widzimy, ze mamy MN || AC, NP || BD, PQ || AC, QM || BD, czyli czworokat Sy SySpSq jest
prostokatem. Ponadto czworokaty ASBSy, BSCSy, CSDSp oraz DS AS takze sa prostokatami,
czyli punkty A, B,C, D leza na bokach prostokata Sy SnSpSg, z czego tym samym wynika, ze
symetralne odcinkow Sy Sy i AC, SySp i BD sie pokrywaja. Otrzymujemy z tego, ze punkt
O jest srodkiem okregu opisanego na czworokacie Sy Sy SpSg, czyli z jednoktadnosci o srodku w
punkcie S i o skali 2 otrzymujemy, ze srodek okregu opisanego na prostokacie M N P() jest srodkiem
odcinka OS.
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Sesja IV
Grupa Mtodsza

1. Wykazaé, ze liczba 2 + 22 + 23 4 ... 4+ 2% jest podzielna przez 7.
Rozwigzanie: Zauwazmy, ze zachodzi rownosé
2422 4+28 4. 429 =219_2

Na mocy malego twierdzenia Fermata otrzymujemy, ze skoro liczba 7 jest pierwsza, to 290 =
29. 2% =2 (mod 7), stad 2!%° —2 =0 (mod 7).

2. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, przy czym <ACB = 60°. Punkty D i E sa rzutami pro-
stokatnymi odpowiednio punktéw A i B na proste BC'i AC. Punkt M jest $rodkiem boku AB.
Wykazaé, ze trojkat DEM jest rownoboczny.

Rozwigzanie: Mamy, ze SADB = JAEB = 90°, stad punkty A, B, D, E leza na okregu o
srednicy AB. Wowczas skoro M jest érodkiem odcinka AB, to mamy MD = ME. Pozostaje
zauwazy¢, ze z twierdzenia o kacie $rodkowym i wpisanym mamy, ze S{DME = 24¢DBE =
2(90° — SACB) = 60°, czyli trojkat rownoramienny DEM jest réwnoboczny.

3. Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb catkowitych spetniajace réwnanie 2zy + 3z +y = —1.
Rozwigzanie: Mnozac obie strony réwnania przez 2 oraz dodajac 3 do obu stron réwnania mamy

4oy +6r +2y+3=1
(2x+1)(2y +3) = 1.

Skoro x,y sa catkowite, to mamy dwa przypadki:
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1. 20 +1=2y+3=1- wtedy mamy z = 0 oraz y = —1.

2. 2x+1=2y+3=—1- wtedy mamy x = —1 oraz y = —2.
Odpowiedz: (x,y) = (0,—1),(—1,—2).
4. Czy tablice o wymiarach 10 x 10 mozna pokry¢ kostkami tetramino L7

Rozwiazanie: Pokolorujmy tablice czterema kolorami A, B, C, D tak, aby w wierszach nieparzy-
stych powstal wzér A, B, A, B, ..., a w wierszach parzystych wzér C, D, C, D, .... Wtedy kazdy
klocek tetramino L pokrywa:

1. 2 klocki A, 1 klocek B, 1 klocek C' - oznaczmy liczbe tych tetramin przez k,
2. 2 klocki D, 1 klocek B, 1 klocek C' - oznaczmy liczbe tych tetramin przez [,
3. 2 klocki B, 1 klocek A, 1 klocek D - oznaczmy liczbe tych tetramin przez m,
4. 2 klocki C'; 1 klocek A, 1 klocek D - oznaczmy liczbe tych tetramin przez n.

Skoro tablica ma 25 pol kazdego koloru, to otrzymujemy uktad réwnan:

2k4+m+n =25
204 m+n=25
2m+k+1=25
n+k+1=25

Pierwsze dwa réwnania daja nam k = [, a trzecie i czwarte rownanie daje nam m = n. Oznaczaloby
to, ze liczba tetramin bytaby réwna k + 1 +m + n = 2(k + m), czyli bytaby parzysta. Ale tablica
10 x 10 ma 100 pol, a skoro kazde tetramino zajmuje 4 pola, to potrzeba doktadnie % = 25
tetramin, co jest liczba nieparzysta. Otrzymujemy w ten sposob, ze tablicy 10 x 10 nie da si¢

pokry¢ klockami tetramino L.
Grupa Starsza

1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych liczba n™ —n™ nie jest podzielna
przez 5.

Rozwigzanie: Oczywiscie 5 1 n. Zauwazmy, ze gdy n = 1 (mod 5), to mamy

n

n —p"=1"-1"=0 (mod 5).
Kiedy n =4 = —1 (mod 5), to

3

n" —n"=(-1)" = (=1)"=0 (mod 5)

poniewaz liczby n® oraz n maja te samg parzystoéé. Pozostaje rozwazyé przypadki, w ktérych
n = 2 (mod 5) oraz n = 3 = —2 (mod 5). Skoro 5 t n, to mozemy mnozy¢ przez odwrotnosé
liczby n (mod 5), tym samym przeksztalcajac warunek podzielnosci przez 5 w warunek

™ =n" (mod 5) < n"""=1 (mod5).
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Widzimy jednoczesnie, ze najmniejsza liczbg calkowita dodatnia k, ze 28 = 1 (mod 5), jest k = 4,
oraz tym samym najmniejsza taka liczba catkowita dodatnig k, ze 3* = 1 (mod 5) takze jest
k = 4. Stad powyzsze przystawanie réwnowazne jest warunkowi n® = n (mod 4). Przystawanie
to nie zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy n = 2 (mod 4). Stad aby wyrazenie z tresci zadania nie
byto podzielne przez 5, to muszg zachodzi¢ warunki

n=2 (modb), n=2 (mod4) lub n=3 (mod5), n=2 (mod4).

Laczac te warunki otrzymujemy, ze wyrazenie z tresci nie jest podzielne przez 5 wtedy i tylko
wtedy, gdy n = +2 (mod 20).

2. Trojkat réownoboczny ABC' wpisano w okrag o. Okrag ¢ jest styczny zewnetrznie do okregu o
w punkcie nalezgcym do krétszego tuku BC. Z punktéw A, B, C' poprowadzono styczne do okregu
q odpowiednio w punktach D, E, F. Udowodni¢, ze AD = BE + CF.

Rozwigzanie:

Sposob I: Poniewaz punkty A, B, C' leza na okregu o oraz okrag q jest styczny do o, to z twierdze-
nia Casey’a dla okregu ¢ i okregéw zdegenerowanych do punktéow A, B, C' otrzymujemy rownosé
AB-CF+CA-BE = BC-AD. Poniewaz AB = BC = CA, to AD = BE+CF, co konczy dowdd.

Sposob II: Lemat: Niech P bedzie punktem na kréotszym tuku BC' okregu o. Wowczas AP =
BP +CP.

Dowdéd: 7 twierdzenia Ptolemeusza dla czworokata ABDC mamy AB-CP+CA-BP = BC- AP,
a poniewaz AB = BC' = CA, to AP = BP + CP.

Przejdzmy do rozwigzania zadania. Niech P bedzie punktem stycznosci okregéw o i q. Rozwazmy
jednoktadnosé J o srodku P przeksztatcajaca okrag o na q. Wowcezas skala k tej jednoktadnosci
jest ujemna. Niech ¢ = —k, A’ = J(A), B' = J(B) oraz C" = J(C). Z twierdzenia o stycznej i

siecznej mamy
AD? = AP - AA' = AP(AP + A'P) = AP(AP + (- AP) = AP*(1+ ()

czyli AD = AP -+/1 + (. Analogicznie pokazujemy, ze BE = BP -\/1+{ oraz CF = CP-+/1+ (.
Korzystajac z lematu dostajemy

AD=AP-Vv1+{=(BP+CP)-V14+{=BP-vV/14+{(+CP-V14+{=BE+CF

co konczy dowdd.



Mikotaj Badura, Kamil Lach Konopnica, czerwiec 2026

3. Rozwazmy tetramino powstate poprzez ztaczenie dwoch ptytek 2 x 1 wzdtuz ich dtuzszych
bokéw (tak, ze srodek dtuzszego boku pierwszej kostki jest rogiem drugiej kostki). W ten sposéb
mozemy otrzymaé¢ dwa rodzaje kostek tetramino o przeciwnej orientacji. Nazwijmy je S-tetramino
i Z-tetramino. Zalézmy, ze figure (kratowa) P mozna pokryé¢ kostkami S-tetramino. Udowodnié,
ze jesli pokryjemy P przy pomocy kostek S-tetramino i Z-tetramino, to zawsze uzyjemy parzysta
liczbe kostek Z-tetramino.

Rozwigzanie:

Sposob 1: Rozwazmy nieskoriczone kolorowanie tablicy w sposob pokazany na ponizszym rysunku:
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Widzimy, ze kazda kostka Z-tetramino pokrywa nieparzysta liczbe pol zielonych, a S-tetramino -
parzysta liczbe pdl zielonych. Wynika z tego, ze figura P ma parzysta liczbe pél zielonych, tym
samym kostek Z-tetramino musi by¢ parzyscie wiele.

Sposéb 2: Kazdemu polu nieskoniczonej tablicy przypisujemy liczby tak, jak na rysunku ponizej:

81
—27| 81
9 | 27 | 81

-3 | -9 |-27|-81

1 3 9 | 27 | 81

lewemu dolnemu rogowi przypisujemy liczbe 1. Pola nad i po prawo od 1 maja liczby 3, —3. Pola nad
i po prawo od 3, —3 maja 9 lub —9. Kontynuujemy ten wzor tak, aby w kazdym polu byta catkowita
nieujemna potega trojki, oraz aby w nieparzystych wierszach wszystkie liczby byty dodatnie, a w
parzystych wszystkie ujemne. Mamy dwa rodzaje klockéw S-tetramino (w zaleznosci od obrotu).
Suma liczb wpisanych w pierwszy rodzaj jest rowna

3 (3) (1+3+3-(=3)+3%-(=3)) = —32-3"- (-3)

a w drugi jest réwna ' '
3 (=3 - (3+3-(=3)+ (=3) + (-3)*) =0.

W obu przypadkach jest to liczba podzielna przez 32. Podobnie suma liczb pokrytych przez drugi
rodzaj klocka Z-tetramino jest rowna

3 (=3Y - (14 (=3)+3-(=3)+3-(=3)%) =16-3"- (-3)/
oraz przez pierwszy rodzaj jest rowna
3 (=3) - (34324 (=3)+ 3 (=3)) =0.

Aby figura kratowa mogta by¢ pokryta przez klocki S-tetramino, to suma liczb wewnatrz niej
musiataby by¢ podzielna przez 32, czyli potrzebna by byla parzysta liczba klockéw Z-tetramino
drugiego rodzaju. Obracajac figure o 90° oraz postepujac analogicznie widzimy, ze potrzebna jest
takze parzysta liczba klockéw Z-tetramino pierwszego rodzaju.



Mikotaj Badura, Kamil Lach Konopnica, czerwiec 2026

Sesja V
Grupa Mtodsza

1. Liczby naturalne a i b spetniaja réwnos¢ 56a = 65b. Uzasadnij, ze liczba a + b jest ztozona.

Rozwigzanie: Mozemy zapisaé

1 1 1
b= —. b)=—-121b=— -11%-b
a+ %5 (56a + 56b) %4 T

a skoro 111 56, to skoro powyzsze wyrazenie jest catkowite otrzymujemy, ze 11% | a + b.

. . 3a 2 . b
2. Wiadomo, ze 3.4 = 5. Oblicz 57,

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze

3a+ b _3a+b_:> b . 2 3
3a+b 3a+b 3a+b 3a+b 5 5

3. Kazdy punkt kota domknietego o promieniu 1 pomalowano na jeden z trzech koloréw. Dowiesc,
ze istnieja dwa punkty tego samego koloru, ktorych odlegtos¢ wynosi 1.

Rozwigzanie: Niech O oznacza srodek okregu o promieniu 1. Powiedzmy, ze jest on koloru czer-
wonego. Rozwazmy takie punkty X, A,Y lezace w tej kolejnosci na okregu, ze AX = AY = 1.
Wtedy punkty X, A, Y sa koloru réznego od czerwonego. Ponadto punkty A, X oraz A,Y sa réz-
nych koloréow, tym samym punkty X,Y sa tego samego koloru, powiedzmy zielonego, a punkt A
niech bedzie pokolorowany na niebiesko. Rozwazmy nastepnie taki punkt Z, ze trojkat XY Z jest
rownoramienny, przy czym XY = X7 oraz ze Y Z = 1. Ponadto niech B, C' beda takimi punktami
na plaszczyznie, ze XB = XC = ZB = Z(C = 1. Wtedy mamy trzy mozliwosci pokolorowania
punktu Z:

1. Z jest koloru czerwonego - wtedy skoro X, Z sa odpowiednio pokolorowane na zielono i
czerwono, to punkty B,C oba beda niebieskie. Jednoczesnie widzimy, ze tréjkaty X BC' i
Z BC sa rownoboczne, czyli BC' = 1.

2. Z jest koloru niebieskiego - przypadek w petni analogiczny do poprzedniego - B i C' oba beda
koloru czerwonego.

3. Z jest koloru zielonego - wtedy Y, Z sa tego samego koloru oraz Y27 = 1.

W kazdym z trzech przypadkow otrzymujemy odcinek o dtugosci 1 taczacy dwa punkty tego samego
koloru.
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4. Punkt P lezy wewnatrz réwnolegtoboku ABC D, przy czym SABP = 4ADP. Dowies¢, ze

IDAP = 4DCP.

Rozwigzanie:

Sposob 1: Niech ) oznacza obraz punktu P w translacji o wektor AB. Widzimy, ze obrazem
punktéw A, D w tej translacji sa odpowiednio punkty B, C. Mamy wtedy z réwnoleglosci réwnosci
katow

JQPB = 4ABP = $ADP = 4BCQ

czyli na czworokacie BPC() mozna opisa¢ okrag. Laczac to z réwnolegtosciami odpowiednich
prostych uzyskujemy réwnosci

IDAP = 3CBQ = ¥CPQ = 4DCP.
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Sposcb 2 (moving points): Rozwazmy mape rzutows,
®:BP+w— B'P'+— DP"+— DP

gdzie kolejne przeksztalcenia to: obrét wzgledem punktu A o kat <BAD; jednokladnosé o srodku
w punkcie A i o skali %5 symetria wzgledem prostej AD. Przeksztalcenie to przenosi proste z
peku prostych przez punkt B na proste z peku prostych przez punkt D, jednoczesnie zachowujac
warunek SABP = SADP. Ponadto z twierdzenia Steinera otrzymujemy, ze skoro ®(BD) # BD,

to punkt P rusza sie po krzywej stozkowej przechodzacej przez punkty B, D. Mamy ponadto, ze
®(AB) : AB+— AD+— AD — AD, ABNAD=A
z czego wynika, ze A € I'. Podobnie mozemy zauwazy¢, ze
®(BC): BC+— B'C'— DCw+— DC, BCNDC=C
stad takze mamy C' € I'. Rozwazmy nastepnie mape rzutowa
U:AQ — A'Q ' — CQ" — CQ

gdzie kolejne przeksztalcenia to: obrét wzgledem punktu D o kat <ADC'; jednoktadnosé o srodku
w punkcie D i o skali %; symetria wzgledem prostej C'D. Przeksztalcenie to przenosi proste z
peku prostych przez punkt A na proste z peku prostych przez punkt C, jednocze$nie zachowujac
warunek $DAQ = 4DCQ. Ponadto z twierdzenia Steinera otrzymujemy, ze skoro W(AC) # AC,

to punkt () rusza sie po krzywej stozkowej ) przechodzacej przez punkty A, C'. Mamy takze
V(AD): AD— CDw~— CDw— CD, ADNCD =D

stad D € 2. Podobnie mamy
V(AB): AB— A'B'— BC+— BC, ABNBC =B

czyli takze mamy B € (). Widzimy, ze teza réwnowazna jest pokazaniu, ze I' = (2, a skoro obie
te stozkowe przechodzag przez A, B, C, D, to wystarczy znalezé piaty punkt, przez ktéry obie bedg
przechodzié¢. Rozwazmy woéwcezas punkt w nieskonczonosci X, na dwusiecznej wewnetrznej kata
JABC. Skoro ABCD jest réwnolegtobokiem, to punkt ten réwniez lezy na dwusiecznej wewnetrz-
nej kata $ADC. Istotnie otrzymujemy zaleznosé

®(BXo) : BXoo — B'X!, — DX’ DXoo, BXooNDXo = X

przy czym X/  to punkt w nieskonczonosci na prostej symetrycznej do dwusiecznej wewnetrzne;
kata <ADC wzgledem prostej AD. Otrzymujemy w ten sposob, ze X, € I'. Zauwazmy nastepnie,
ze skoro ABC'D jest rownolegtobokiem, to punkt X, lezy rowniez na dwusiecznych zewnetrznych
katow 4BAD oraz <DCB. Istotnie mamy

VU(AX ) : AX o — AX — CX — CX,, AX,NCXy =X

stad X € (). Ostatecznie skoro krzywe stozkowe I' i 2 maja 5 punktéw wspoélnych, to sa one ta
sama stozkowa.
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Grupa Starsza

1. W kolejce do kina stoi n 0s6b (przy czym kolejnosé os6b w kolejce nigdy si¢ nie zmienia). Osoby
te sa wpuszczane do kina w k grupach, z ktorych kazda sktada si¢ z jednej lub wiecej oséb. Na ile
sposobéw mozna utworzy¢ tych k grup?

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze aby utworzy¢ k niepustych grup, to musimy wybra¢ k — 1 miejsc, w
ktorych wstawimy przerwe pomiedzy osobami:
112]3]...|n.
: o . - , n—1
Miedzy kolejnymi osobami jest n — 1 przerw, czyli liczba sposobow Wyn031< f 1).
2. Liczby p oraz p + 2 sa pierwsze. Dowies¢, ze istnieje ciag kolejnych liczb catkowitych (wiecej niz
jednej), ktorych iloczyn przy dzieleniu przez p(p + 2) daje reszte p* +p — 1.
Rozwigzanie: Zauwazmy, ze reszta p> + p — 1 (mod p(p + 2)) jest réwnowazna jednoczesnemu
spetieniu kongruencji
pPP+p—1=-1 (mod p), pPP+p—1=1 (modp+2).
Zauwazmy, ze z twierdzenia Wilsona mamy zaleznosci
1-2-3-...-(p—1)=-1 (mod p)
oraz

1.2.3.....p=pl=~—L="=1 (mod p+2).

Rozwazmy woéwcezas taka liczbe catkowita dodatnia a, ze a =1 (mod p) oraz a = 2 (mod p + 2).
Wtedy rozwazajac cigg p — 1 kolejnych liczb catkowitych dodatnich a,a 4+ 1,a+2,...a +p — 2
otrzymujemy przystawania
ala+1)(a+2)...(a+p—-2)=(p—1)=—-1 (mod p)
ala+1)(a+2)...(a+p—2)=p!=1 (mod p+ 2).
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3. Niech H to ortocentrum trojkata ABC, a M to $rodek BC. Niech X bedzie punktem przecie-
cia odcinka AM z okregiem opisanym na trojkacie BC' H. Niech ponadto E i F beda spodkami
wysokosci w ABC' poprowadzonymi odpowiednio z punktéow B i C'. Udowodnié¢, ze BC', HX i EF
przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwigzanie:

Sposéb 1: Oznaczmy przez A’ odbicie punktu H wzgledem punktu M. Jest to antypoda punktu
A w okregu opisanym na tréjkacie ABC. Niech H' bedzie przecieciem prostej AM z okregiem
opisanym na trojkacie BC'H, roznym od punktu X. Wtedy z symetrii wzgledem punktu M wynika,
ze skoro odcinek AA’ jest srednicg okregu opisanego na trojkacie ABC, to odcinek HH' jest
srednica okregu opisanego na tréjkacie BCH, tym samym JHXH' = 90°. Wynika z tego, ze
mamy SJHXA = SHEA = SHFA = 90°, czyli punkty A, H, X, E, F' leza na jednym okregu.
Ponadto skoro 4BEC = 4BFC = 90°, to punkty B,C, E, F leza na jednym okregu o $rednicy
BC'. Ostatecznie z twierdzenia o trzech osiach potegowych dla okregu o $rednicy BC, okregu o
srednicy AH oraz okregu opisanym na trojkacie BC'H otrzymujemy, ze proste FF, HX i BC
przecinaja sie w jednym punkcie.

N

Sposdb 2 (inwersja): Rozwazmy inwersje wzgledem okregu € o érednicy BC. Przez X* oznaczmy
obraz obiektu X w tym przeksztalceniu. Oczywiscie wiemy, ze SBEC = 4BFC = 90°, czyli
punkty E, F'leza na tym okregu. Ponadto przeliczajac katy mamy

JEFA=4BCE =<4MEC, JFEA=<JCBF =3YMFB
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czyli z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o kacie miedzy styczna a cieciwa wynika, ze proste
ME i MF sa styczne do okregu opisanego na tréjkacie AEF, tym samym okrag ten jest ortogo-
nalny do okregu 2. Wynika z tego, ze A = X*, oraz ze SHH*A = 90°. Jednak widzimy, ze jezeli
A’ jest odbiciem punktu H wzgledem punktu M, to zachodzi <A'H*A = 90°, czyli punkt H* lezy
na prostej M H. Teza sprowadza sie istotnie do pokazania, ze okrag opisany na trojkacie H*AM
przecina okrag opisany na trojkacie M E'F w punkcie réznym od punktu M lezacym na prostej BC'.
Zauwazmy jednak, ze oznaczajac przez D spodek wysokosci opuszczonej z punktu A w tréjkacie
ABC mamy, ze punkt D lezy na okregu 9 punktéw tego trojkata, czyli na okregu opisanym na
trojkacie M EF | oraz skoro $MH*A = <M DA, to lezy on takze na okregu opisanym na trdjkacie
H*AM.

4. ZnajdZ minimalng warto$¢ wyrazenia 3z% + 3y? + 22, jesli xy +yz + zz = 1.
Rozwigzanie: min(3z? + 3y* + 2?) = 2.
Sposob 1: Zauwazmy, ze zachodzi zaleznosé

302 + 3y + 22 —2=32 + 37 + 22 -2y +yzr+ )= (r+y—2)?+2@—-y)? =0

z ktorej wynika, ze wyrazenie z tresci zadania jest nie mniejsze od 2. Pozostaje zauwazy¢, ze
rownos¢ w otrzymanej powyzej nieréwnosci zachodzi wtedy, gdy v +y — 2 = 0 oraz x —y = 0,
czyli gdy © = y i z = 2x. Podstawiajac te liczby do warunku zy + yz + zx = 1 otrzymujemy

22+ 22+ 2 =1=—= 2=+

Nt

1 1 2
Widzimy, ze dla trojki (z,y, z) = (, 7 ) wyrazenie z tresci zadania przyjmuje wartosé 2.

ot
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Sposob 2 (podstawienia trygonometryczne): Zatézmy, ze nie wszystkie spoérod z, y, z sa tego same-
go znaku. Rozwazmy istotnie trojke xo, o, 20, W ktérej xq jest dodatnie, a yo, 2o sa ujemne. Wtedy
mamy, ze |Toyo| + |yozo| + [20%0| > Toyo + Yozo + 2070. Tym samym rozwazajac x = xo, y = |yo|
oraz z = |zo| otrzymujemy zy + yz + zx > 1, i dzielac z,y, z przez pewna stata otrzymujemy
warto$¢ wyrazenia 3z% + 3y® + 2? mniejsza niz 3x3 + 3y2 + 22, Zalézmy wowczas, ze T,y,z sa
tego samego znaku, oraz bez straty ogoélnosci, ze kazda zmienna jest dodatnia. Wtedy z warunku
o . .. .. T . . . A . B
xy + yz + zx = 1 wynika, ze istniejg takie liczby dodatnie A, B,C, ze v = tg (5), y = tg (5),

z =tg (%), gdzie A+ B+ C = 7. Z wykresu funkcji tg wynika, ze funkcja tg?(z) jest wypukta,
tym samym z nierownosci Jensena otrzymujemy zaleznosé

1 1 Tty
— tg? — to? >t2<>
2g(fﬁ)+2g(y) g

z czego otrzymujemy nieréwnosé

A B C A+ B C
32% 4 3y + 2* = 3tg? () + 3tg? () + tg? () > 6tg? ( * ) + tg? () .
2 2 2 4 2
Zauwazmy, ze skoro & = g—g—%, to tg (%) = ctg (AJFTB) Woweczas z tozsamosci tg(2z) = izigﬁ)
mamy
w(Q)= L ol
2/ we(4F)  2te(4)
Oznaczajac ostatecznie tg (ATTB) =t otrzymujemy
1—2\? 250 —21241 (52— 12482 (52 -1\
32° + 3y° + 2 = 6t° = = = 2> 2.
vy T\ 422 422 o ) "

Roéwnosé zachodzi wtedy, gdy 5t2—1 = 0 oraz gdy w nieréwnosci Jensena argumenty sg réwne, czyli
A = B. Otrzymujemy wtedy z =y = % oraz z = % Podstawiajac to do rownania wyjsciowego
widzimy, ze mamy

N}
[

1 2
xy—i—yz—l—zx:g—i-f—l—g, 3z

ot
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Mecz Matematyczny

1. Wyznaczy¢ wszystkie trojki liczb catkowitych z,y, z spetniajace réwnanie

r+y+axzyz 2025
yz+1 44

Rozwigzanie: Zauwazmy najpierw, ze musi zachodzi¢ yz 4+ 1 # 0. Ponadto

rtytayz _alyetl)+y y
yz+1  yz+1 yz+1
zatem  + y;{H = %, czyli po przeksztalceniu

44y = (2025 — 44z)(yz + 1).

Oznaczmy A = 2025 — 44z. Wtedy A = 1 (mod 44), wiec NWD(A,44) = 1. Z réwnosci 44y =
A(yz + 1) wynika, ze A | 44y, a poniewaz NWD(A,44) = 1, mamy A | y. Mozemy wiec zapisaé
y = At dla pewnego t € Z. Podstawiajac to do réwnania 44y = A(yz + 1), otrzymujemy

A4AL = A(Atz +1).

Poniewaz A # 0, mozemy podzieli¢ przez A, skad 44t = Atz + 1, czyli Atz = 44t — 1. Lewa strona
jest podzielna przez t, wiec prawa strona réwniez jest podzielna przez t. Zatem t | 1, stad t = 1
lub t = —1. Rozwazmy wowczas dwa przypadki:

e Niech t = 1. Wtedy y = A oraz Az = 43. Zatem A | 43. Poniewaz jednoczesnie A =1 (mod 44),
dostajemy dwa przypadki:

1. A=1. Wtedy 2025 — 44z = 1, czyli x = 46. Ponadto y = 1 oraz z = 43.
2. A= —43. Wtedy 2025 — 44z = —43, czyli x = 47. Ponadto y = —43 oraz z = —1.
Dostajemy w ten sposob rozwiazania (z,y, z) = (46, 1,43) oraz (z,y, z) = (47, —43, —1).

e Niech t = —1. Wtedy y = —A oraz Az = 45. Zatem A | 45. Poniewaz jednoczesnie A = 1
(mod 44), dostajemy dwa przypadki:

1. A=1. Wtedy 2025 — 44x = 1, czyli x = 46. Ponadto y = —1 oraz z = 45.
2. A =45. Wtedy 2025 — 44x = 45, czyli x = 45. Ponadto y = —45 oraz z = 1.

Dostajemy w ten sposob rozwiazania (z,y, z) = (46, —1,45) oraz (z,y, z) = (45, —45,1).
Mozemy tatwo sprawdzié, ze wszystkie otrzymane trojki speliajg rownanie z tresci zadania.

Odpowied?: (x,y,z) = (46, 1,43), (46, —1,45), (47,—43,—1), (45, —45,1).
2. Czy istnieje rosnacy ciag liczb catkowitych dodatnich aq, as, ..., taki ze dla kazdego rosnacego

ciggu arytmetycznego by, bo, .. ., istnieje co najwyzej skonczenie wiele liczb pierwszych w postaci
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Rozwigzanie: Tak, istnieje.

Sposdb I: Rozwazmy ciag (a;) zdefiniowany przez a,, = (n?)! dla kazdej dodatniej liczby catkowite;
n. Wezmy dowolny rosnacy ciag arytmetyczny (b;). Poniewaz rosnie on liniowo, to istnieje takie
N, ze dla kazdego n > N zachodzi 1 < b, < n%. Wtedy, skoro b, jest dodatnig liczba calkowita
nie wigksza niz n?, mamy b, | (n?)!, a wiec b, | an, b, | @, + b,

Sposob 1I: Zauwazmy, ze aby dany ciag arytmetyczny (b;) mial nieskoniczenie wiele elementow
catkowitych dodatnich, to we wzorze ogdlnym ciggu arytmetycznego an + b liczby a,b musza
by¢ wymierne. Skoro liczb wymiernych jest tyle samo, ile liczb naturalnych, to rozwazajac ciagi
(b;), ktére maja sens w kontekscie treéci zadania, mozemy kazdy z nich ponumerowaé. Przez b, ;
bedziemy woéwczas rozwazacé i-ty wyraz j-tego ciagu w tak przyjetej numeracji. Oznaczmy takze
przez pi, pa, - . . Kolejne liczby pierwsze. Dla danego ¢ rozwazmy taka liczbe a;, ktéra spelia uktad
kongruencji
a; = —by;  (mod py)

a; _bi,Q (IIlOd pg)

a; = —b;; (mod p;)

przy czym liczbe b; ; rozwazamy w ukladzie kongruencji tylko wtedy, gdy jest ona catkowita. Taka
liczba a; istnieje na mocy Chinskiego Twierdzenia o Resztach. Ponadto mozemy dobra¢ dowolnie
duze a;. Zauwazmy, ze postepujac analogicznie dla kazdego nastepnego 7 =, i+ 1, ... otrzymamy,
ze liczba a;j + bj; nie jest pierwsza. Skoro j jest dowolne, to dla kazdego ciagu arytmetycznego (b;)
otrzymujemy skonczenie wiele liczb pierwszych postaci a; + b;.

3. Dane sg catkowite i dodatnie liczby a i b. Udowodnié, ze dla dowolnie duzej liczby n rownanie

x? — 2axy + (a* — 4b)y? + 4by = 2*
ma rozwiazanie w liczbach catkowitych (xq, yo, 20) speliajace warunek min(zg, yo, 29) > n.
Rozwigzanie: Przeksztalcajac réwnanie wyjsciowe mamy

0= 2 — 2axy + a’y® — 4by® + 4by — 2> = (v — ay)® — 2* — 4by® + 4by
(x—ay —2)(x —ay + 2) = dby(y — 1)

Poniewaz y — 1 < 4by, to mozemy wybrac

r—ay—z=y—1
xr—ay+ z=4by

Odejmujac te réwnania stronami otrzymujemy
2z=(rx—ay+z)—(r—ay—2)=4dby—y+1 <+ z=

Natomiast dodajac te réwnania stronami dostajemy

2 4b+1) —1
20 —2ay=(x—ay—2)+ (x —ay+2)=4dby+y—1 <= x:y(a—l— 2+)




Mikotaj Badura, Kamil Lach Konopnica, czerwiec 2026

Widzimy, ze dla nieparzystego y, liczby z, z sg catkowite. Niech y > n%" > n bedzie nieparzyste.

67.3+1 n87.(24+44+1)—1
2

Wowezas z > 5+ > nb > n oraz © > > n% > n, zatem wybierajac dostatecznie

duze y mozemy otrzymac takie x,y, ze z,y, 2 > n, co konczy dowdd.

4. Rozne niezerowe liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja rownosci

1 1 1
d+-=P+-=+-.

a b c
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci sumy a + b + c.
Rozwigzanie: a + b+ c = 0.
Sposob I: Przeksztalémy rownowaznie rOwnanie:

s 1 5 1 ad+1 b¥+1
a“+-=04+- <= =
a b a b

a*b+b=ab’+a
0=0a’—ab® —a+b=ab(a*—b*) — (a—b) =abla —b)(a+b) — (a —b) = (a—b)(abla +b) — 1)

Poniewaz a # b, to ab(a+b) = 1. Analogicznie be(b+c¢) = 1 oraz ca(c+a) = 1. Mnozac te réwnania
stronami przez odpowiednio ¢, a oraz b, dostajemy

abc(a +b) =c¢
abe(b+c¢) =a
abc(c+a) =10

Dodajac stronami te rownania dostajemy

abc(a + b) 4+ abe(b+ ¢) + abe(c+a) =c+a+b
abc(2a+2b+2c¢) =a+b+c
2abc(a+b+c)—(a+b+c¢)=0
(2abc —1)(a+b+c¢) =0

Pokazemy, ze nie moze zachodzi¢ réwnosé¢ abc = % Zalézmy nie wprost, ze tak jest. Wowczas
podstawiajac te¢ wartos¢ do powyzszego uktadu réwnan, dostajemy

a+b=2c
b+c=2a
c+a=2b

Odejmujac stronami pierwsze dwa réwnania, dostajemy (a 4+ b) — (b+ ¢) = 2¢ — 2a, czyli 3a = 3¢,
sprzecznosé. Zatem bedzie zachodzita rownosé a + b+ ¢ = 0.

Sposéb II: Oznaczmy a® + % = k. Wtedy rozwazajac wielomian

Plx)=2°—kr+1
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widzimy, ze jego pierwiastkami sa x = a, b, c. Wtedy z wzorow Viete’a mamy, ze

0
&—i_b—i_C:I:O

5. Funkcja g przyporzadkowuje kazdej (uporzadkowanej) parze x, y liczb rzeczywistych dodatnich
wartosé g(z, y) okreslona jako najmniejsza liczba z trojki x, 1/y, (xy+1)/x. Wyznaczy¢ kres gorny
wartosci g(z,y), gdy = oraz y przebiegaja zbidr wszystkich liczb dodatnich.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze

ry+1 1
x x
Zauwazmy, ze z tresci zadania mamy zaleznosci
1 1 1 1
x> g(x,y) = > - =24y = >y
glz,y) ~ x y 9(z,y)
co daje nam nierownosé
()<+1<1+1:>()2<2
g\, Y)Y X g\T,y) x
z = glxy)  g(zy)
tym samym g(z,y) < v/2. Widzimy, ze ograniczenie to jest osiagane przy = = % =y+ %, czyli

x:ﬁ,y:%.

6. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych nieujemnych a,b,c zachodzi nieréwnosé

Va2 —ab+ 02+ V2 —be+ 2 +vVR—ca+a?<a+b+c+Va2+b2+c2—ab—be— ca.

Rozwigzanie: Nierownos¢ z tresci zadania jest symetryczna, wigc mozemy zalozy¢, ze c jest
najmniejsza sposrod liczb a, b, c. Niech f(x,y) = /2?2 — xy + y?. Na poczatku pokazemy lemat dla
dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych x, y, 2:

flx+zy+2) < flz,y) + 2

Jezeli z = 0, to zachodzi réwnos¢. W innym przypadku po podniesieniu obu stron do kwadratu
otrzymujemy nieré6wnos¢ rownowazna

(@+2)" = (@+2)y+2)+ @ +2)°" < (flz,y) +2)°
czyli
2 —ay+yt (et y) + 2 <o —ay 7+ 22f (2, y) + 22
co jest rownowazne nieréwnosci

x4y < 2f(n,y) <= 2%+ 20y +y* < 42 — day + 4y <= 0 < 3(z — y)?

ktéra jest oczywiscie prawdziwa. Bez straty ogélnosci zatézmy, ze ¢ = min(a, b, ¢). Wtedy a—c > 0
oraz b — ¢ > 0. Zauwazmy, ze zachodzi tozsamos¢
(a—c)*—(a—c)(b—c)+ (b—c)*=a*—2ac+c* —ab+ b+ ac — ¢ + b* — 2bc + ¢*

=a’+ b+ —ab— be — ca.
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7 lematu otrzymujemy zalezno$ci:

fla,b) = f((a—c)+c,(b—c)+c)< fla—ec,b—c)+c
f,0)=f((b—¢)+¢,04+¢) < f(b—1¢,0)+c
fle,a) = f(0+c¢,(a—c)+c¢) < f(0,a—c)+c

ktore po dodaniu do siebie zamieniajg sie w nieréwnosé

f(a,b)+f(b,c)+f(c,a)Sf(a—c,b—c)+f(b—c,0)—|—f((),a—c)—|—3c
=vVa+ 2 +c2—ab—bc—ca+a+b+ec.

7. Dany jest zbiér n > 2 punktow lezacych wewnatrz kuli o promieniu 1. Dla ¢ = 1,2,...,n niech
x; oznacza odlegtos¢ i-tego punktu danego zbioru od najblizszego innego punktu tego zbioru.
Dowies¢, ze

i+l <64

Rozwigzanie: Oznaczmy i—ty punkt z danego zbioru przez P;. Dla kazdego 1 = 1,2,...,n roz-
wazmy kule¢ IC; o srodku w punkcie P; i promieniu 3. Zauwazmy, ze dla dowolnych 1 < 4,5 < n,
i # j zachodzi x;, x; < |PP;|. Stad % + % < ‘P"Q—P"‘ + lLQPj‘ = |P,P;|, wiec kule IC; i KC; sa rozlaczne.
Ponadto % < 1, wiec wszystkie kule KC; leza wewnatrz pewnej kuli K o promieniu 2. Niech V(B)
oznacza objeto$é¢ bryty B. Wowczas

n 3 n
Yir(3) <gr? = Lo
=1

i=1

co konczy dowdd.

8. Kroéla szachowego ustawiono na pewnym polu szachownicy 8 x 8 i wykonano nim 64 ruchy tak,
ze odwiedzil wszystkie pola planszy i wrocit na pole poczatkowe. Ruch nazwiemy konopnickim,
jezeli na skutek jego wykonania zmniejszyta sie odlegtos¢ srodka pola, na ktérym stoi krél, od
srodka szachownicy. Jaka jest najwigksza mozliwa liczba konopnickich ruchow?

Rozwigzanie: Ponumerujmy pola planszy tak, aby pola z ta sama liczba byty réwnoodleglte od
srodka, oraz ze jezeli jedno pole ma w siebie wpisang liczbe mniejsza od liczby w innym polu,
to jest ono blizej $rodka planszy. Policzymy najmniejsza mozliwa liczbe ruchéw niekonopnickich
rozwazajac trzy rodzaje ruchow.

1. Ruchy z pdl oznaczone liczba 1 - sa one zawsze niekonopnickie, co daje nam co najmniej 4
ruchy niekonopnickie.

2. Ruchy z pdl oznaczonych liczba 2 - sa one konopnickie tylko wtedy, gdy prowadza na pole z
liczba 1. Skoro pol z liczba 2 jest 8 oraz sa 4 pola z liczba 1, to otrzymujemy co najmniej 4
ruchy niekonopnickie.
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3. Ruchy prowadzace na pola z liczbami nie mniejszymi od 6 - ruchy te nie moga wychodzi¢
z pol oznaczonych liczbami 1,2 i beda one konopnickie tylko wtedy, gdy wyjda one z pola
oznaczonego liczba nie mniejsza niz 7. Pol z liczba 7 jest 20, a pol z liczba 6 jest 32, co daje
nam co najmniej 32 — 20 = 12 ruchow niekonopnickich.

Otrzymujemy w ten sposob, ze ruchéw konopnickich jest co najwyzej
64 —4—4—12 = 44.

Na ponizszym rysunku znajduje si¢ przyktad drogi, w ktérej liczba ruchow konopnickich jest réwna
doktadnie 44.

9 18| 7|66 | 7]8]9 > <+—=

Y \ 4
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A
715322357 1 \>\ 1 / ] Y
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6lal2|1]|1]|2]4]c¢ "=\" N
6 |l42]1|1|2|4]F6 AN T A A
TS5 131223 |57 i i i
81 65| 4|4 |5 |68 i ) <
9 18| 7|66 | 7[8]9 P <
9. Zawodnicy Zi, Zs, . .., Zogos biorag udziat w Meczu Matematycznym. Zawodnicy Zaggz 1 Zagos Sa

kapitanami i wybierajg swoje druzyny wedtug nastepujacego algorytmu: w kazdej rundzie najpierw
kapitan Zsp04 wyznacza zawodnika sposrdéd dotad niewybranych, a Zsg03 decyduje, do ktorej dru-
zyny on trafi, nastepnie Zog03 wyznacza zawodnika sposrod dotad niewybranych, a Zogg4 decyduje,
do ktorej druzyny on trafi. Procedura powtarzana jest do momentu, w ktérym jedna z druzyn
bedzie liczy¢ juz 1002 zawodnikoéw — wtedy wszyscy pozostali trafiaja do druzyny przeciwnej. Dla
kazdego ¢ zawodnik Z; rozwiaze podczas meczu ¢ zadan, przy czym kazde zadanie zostanie roz-
wigzane przez co najwyzej jednego zawodnika. Mecz wygra druzyna, ktéra rozwigze tacznie wiecej
zadan. Rozstrzygnaé, ktory z kapitanéw (jesli ktorykolwiek) posiada strategie wybierania druzyny
pozwalajaca mu, niezaleznie od zachowania przeciwnika, zapewni¢ swojej druzynie zwyciestwo w
Meczu Matematycznym.

Rozwigzanie: Najpierw przedstawimy strategie kapitana Zsnp3 zapewniajaca mu co najmniej re-
mis. Ot6z w kazdej rundzie, w ktoérej Zogoy Wyznaczy Zy, Zogos bierze go do swojej druzyny, jesli
tylko k£ > 1002, w przeciwnym wypadku go odrzuca. Nastepnie wyznacza zawodnika Zsgg3_x. Po
tak rozegranej rundzie albo ktoras z druzyn wzbogaci si¢ o dwoch zawodnikéw i 2005 zadan, al-
bo obie druzyny wezma po jednym zawodniku, przy czym Zsps wezmie zawodnika o wigkszym
numerze niz Zpgps. Poniewaz jednak Zpp03 ma w swojej druzynie do obsadzenia nieparzysta liczbe
miejsc, to w ktorejs rundzie musiat wzia¢ doktadnie jednego zawodnika, a zatem zyskaé¢ przewage
nad druzyna zawodnika Zsgo4 i co najmniej wyréwnaé liczbe zadan rozwigzanych podczas Meczu.

Strategia kapitana Zsyp, moze natomiast wyglada¢ jak ponizej:
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Na poczatku gry wyznacza on zawodnika Z1gg2, a na kolejne ruchy przeciwnika reaguje nastepujaco
(zat6zmy, ze przeciwnik wyznaczyl zawodnika Zy):

Przypadek 1. k = 1001. Wtedy podejmuje taka decyzje, aby Zigo1 1 Z1002 znalezli si¢ w réznych dru-
zynach. Na takiej "wymianie” moze on straci¢ co najwyzej jedno zadanie. Dalej wyznacza zgodnie
z metoda opisanag w przypadku 2.

Przypadek 2. k # 1001. Jesli & > 1002, to bierze tego zawodnika, w przeciwnym wypadku go
odrzuca i w najblizszej rundzie: jezeli Zspo3_r jest jeszcze niewybrany, to go wyznacza, jezeli juz
byt, to wyznacza dowolnego zawodnika Z; takiego, ze Zsnoz_; rOwniez pozostaje nadal niewybrany.
Latwo zauwazy¢, ze przy tej strategii taki zawodnik bedzie zawsze istnial (par postaci (i, 2003 — )
jest nieparzyscie wiele, wigc jesli drugi gracz mogt "napoczaé¢” nowa pare, to pierwszy w kolejnym
ruchu takze bedzie mégt to zrobic).

Rozumowanie analogiczne do przedstawionego przy strategii kapitana Zsy3 pokazuje, ze, pomija-
jac kapitanow zawodnikow Zygg1 1 Z1gp2, ktorzy znajda sie na pewno w przeciwnych druzynach,
zawodnicy wybrani przez Zsg4 rozwiaza w sumie przynajmniej tyle zadan, co zawodnicy wybrani
przez Z2003.

10. Okregi wy 1 wy sa styczne zewnetrznie w punkcie 7' i styczne wewnetrznie do okregu w odpo-
wiednio w punktach A; i As. Niech P bedzie punktem przeciecia w ze wspdlng styczng wq i wo
w T. Prosta PA; przecina w; po raz drugi w punkcie By, a prosta PAy po raz drugi okrag wo w
punkcie Bs. Udowodni¢, ze By Bs jest wspolng styczng okregdw wq i wo.

Rozwigzanie:

Sposob I: Oznaczmy przez S punkt przecigcia prostych stycznych do okregu w w punktach Ay, A,.
Wtedy z twierdzenia o trzech osiach potegowych dla w,ws, w widzimy, ze punkt S lezy na prostej
PT. Niech R bedzie punktem przeciecia prostej PT' z okregiem w réznym od punktu P. Ponadto
z potegi punktu P mamy, ze PA, - PB, = PT? = PA, - PB,, czyli punkty A;, By, As, By lezg na
jednym okregu, czyli prosta By By jest antyrownolegta prostej A; As w kacie $A; PA,y. Stad widzimy,
ze jezeli prosta PT przecina odcinek By B, w punkcie M, to M jest srodkiem tego odcinka. Niech
K, L oznaczaja przeciecia prostych AT, AT z okregiem w, rozne od punktow A;, A,. Wtedy w
jednoktadno$ci o srodku w punkcie A; przenoszgcej w; na w wynika, ze prosta styczna do w w
punkcie K jest réwnolegta do prostej PR, czyli K jest srodkiem tuku PR okregu w. Analogicznie
punkt L jest srodkiem drugiego tuku PR okregu w, stad KL jest srednica okregu w. Przenoszac
wowcezas katy mamy z twierdzenia o kacie miedzy styczng a cigciwg

%:BlTB2 - %:BlTP + %:BQTP = ﬁBlAlT + g:BQAQT - %:KAlp + %:PAlL - 900

stad punkt M jest takze Srodkiem okregu opisanego na trojkacie Bi1T'Bs, czyli MT = MB; i
IBTM = 4T B; M. Ostatecznie z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o kacie miedzy styczna
a cigciwg mamy, ze skoro <TB1M = <B{TM = 4B AT, to prosta BB, jest styczna do wy, i
analogicznie jest ona takze styczna do okregu ws.



Mikotaj Badura, Kamil Lach Konopnica, czerwiec 2026

S

Sposob II: Rozwazmy inwersje o srodku w punkcie P i promieniu PT. Obraz X w tej inwersji
bedziemy oznaczali przez X*. Z twierdzenia o stycznej i siecznej mamy PT? = PA, - PB; =
PA, - PBy, wiec A} = By oraz A5 = B,. Punkt T' przechodzi na samego siebie, wiec okrag wq
przejdzie na okrag przechodzacy przez punkty 7% = T, A} = By i Bf = A;, czyli okrag wy, tj.
w] = wy. Analogicznie wy = wy. Okrag w przechodzi przez P i jest styczny do wy i we w Ay i Ag,
wiec w* bedzie prosta styczna do wy w A} = B; oraz styczna do wi w A} = Bs. Stad prosta BBy
jest wspolna styczna zewnetrzna okregdw wi i we, co konczy dowdd.




Mikotaj Badura, Kamil Lach Konopnica, czerwiec 2026

11. Na obwodzie tréjkata ABC wybrano punkty Dy, Do, Ey, Es, Fy, F» w nastepujacej kolejnosci
A, F17 FQ, B, Dl, DQ, C, El, EQ. Ponadto

ADy = ADy = BE, = BE, = CF, = CFs.

Udowodni¢, ze obwody trojkatéw wyznaczonych przez proste AD,, BE, CF| oraz ADy, BE,, C'Fy
sg roOwne.

Rozwigzanie: Niech Xi,Y], Z; beda przecieciami prostych BE; i CFy, C'F| i AD; oraz ADq i
BE;. Niech Xs,Y5, Zs beda przecieciami prostych BEy i CF,, C'Fy i ADsy oraz ADy i BEs. Niech
A’ bedzie takim punktem, ze czworokat ABA'C jest roéwnoleglobokiem. Niech K, L, M, N beda
rzutami prostokatnymi punktu A’ na proste odpowiednio BX,, BX;, CX,, CX;. Mamy wéwczas
[A'BE;| = [A'BC| = [A'CFy], co wraz z BE, = CF; daje réwnoé¢ A'L = A'N. Analogicznie
pokazujemy, ze A’K = A'M. Podobnie widzimy, ze [A'BE,| = [A'BC| = [A'CF}], co wraz z
BE, = CF; daje A'L = A’M. Stad punkt A’ jest réwnoodleglty od prostych BX,, BX;, CXo,
C'X;. Stad istnieje okrag o srodku A’, ktory jest styczny do tych prostych w punktach odpowiednio
K, L, M, N. Otrzymujemy woéwczas rOwnosci:

XL =XiN e XlB—BL:X10+CN
XoK =XoM < XyB+BK=X,C—-CM

Poniewaz BK = BL oraz CM = CN, to dodajac stronami te rownania otrzymujemy

(XyB—BL)+ (X2B+ BK) = (X,C+CN) + (XoC — CM)
XlB —|— XQB = ch + XQC

Analogicznie dowodzimy réwnosci

i€+ Y20 =YiA+ YA
Z1A+ ZyA = Z1B+ Z,B

Dodajac wszystkie trzy rownania stronami otrzymujemy

(X1B + X3B) + (Y10 4+ Y50) + (Z,A + ZyA) = (X1C + X,0) + (Y1 A + Y, A) + (Z,B + Z,B)
XiY1 + Y12, + 21Xy = XoYo + Yo Zh + Z5 Xy

co konczy dowdd.
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12. Mamy trojkat ABC', w ktorym I to srodek okregu wpisanego, a D, E, F' to punkty stycznosci
tego okregu do bokéw BC, C'A, AB odpowiednio. Niech M to rzut D na EF. Udowodnij, ze
srodek DM, FF oraz ortocentrum BIC' sa wspoétliniowe.

Rozwigzanie: Niech ), R beda przecieciami prostych odpowiednio CI oraz BI z prosta E'F'. Niech
K i L beda srodkami odcinkéw DM i EF' oraz niech H bedzie ortocentrum trojkata BIC. Niech
T bedzie przecieciem prostej DI z prosta EF. 7 tzw. Iranian incircle lemma zachodzg réwnosci
katow 4BQC = <BRC = 90°, wiec punkt @ lezy na prostej BH oraz punkt R lezy na prostej
CH. Poniewaz proste I H oraz DI sa prostopadte do BC, to sie pokrywaja, tj. punkty D, I, H
leza na jednej prostej. Z cyklicznosci czworokatow BC'RQ) oraz DBQI (XBQC = 4BRC = 90°
oraz SIDB = 41QB = 90°) mozemy policzy¢, ze $TQ1 = 4RQC = SRBC = 4IBD = JIQD,
co wraz z SHQI = 90° daje (D,T;I,H) = —1 (lemat 2.28 z pracy ”Dwustosunek i biegunowe”
autorstwa Dominika Burka). Zauwazmy teraz, ze proste DM i IL sa réwnolegte, poniewaz obie
proste sa prostopadte do prostej EF (FL = FL oraz [E = IF). Zatem z twierdzenia Talesa mamy

DI = ML Poniewaz DK = MK, to widzimy, ze zachodzi réwnos¢
DI TL MK
IT LM KD

wiec z twierdzenia Cevy wnioskujemy, ze proste M I, DL i KT sa wspotpekowe. To wraz z faktem,
ze (D, T;1,H) = —1 daje wspo6tliniowos¢ punktéow K, L, H (lemat 2.27 z pracy ”Dwustosunek i
biegunowe” autorstwa Dominika Burka), co konczy dowdd.
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